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Las aplicaciones de la matemática difusa a la gestión de la incer­
tidumbre en las organizaciones, tanto públicas como privadas, de­
ben considerarse como un elemento clave para lograr una correcta 
toma de decisiones.

Este libro es el fruto de una prolongada actividad docente e in- 
vestigativa llevada a cabo por el Grupo de Investigación Matemáti­
ca Borrosa (GIMB), que dirijo, y que depende de la Facultad de 
Ciencias Económicas y Sociales de la Universidad Nacional de Mar 
del Plata. Esta tarea está dirigida especialmente a graduados en 
Ciencias Económicas, alumnos de grado, posgrado y empresarios. 
Además, es el resultado de la versión corregida y aumentada de 
distintos trabajos expuestos en congresos, coloquios y seminarios, 
tanto en el país como en el extranjero.

La pretensión de este volumen es servir de puente entre la teoría 
y la práctica cotidiana. Sin abandonar el tratamiento matemático 
riguroso, se ha tratado de mantener las demostraciones matemáti­
cas en un nivel razonable, privilegiándose las aplicaciones concre­
tas a los distintos problemas que, en situación de incertidumbre, se 
presentan en la administración de empresas.

Es nuestro deseo que el libro brinde al lector interesado un cono­
cimiento acabado del tema y que se convierta en una referencia pa­
ra ayudar a tomar las mejores decisiones empresariales.

Debemos expresar especialmente nuestro agradecimiento a ex in­
tegrantes del GIMB, Fabián D'Amico y Julio Garrós, así como a los 
docentes e investigadores que durante los encuentros realizados 
nos hicieron llegar sus comentarios y sugerencias. También inclui­
mos a todos los directivos de la instituciones universitarias, nacio­
nales y extranjeras, que hicieron posible la realización de dichos en­
cuentros. Este libro les debe a ellos, y a muchos más, sus condicio­
nes de realización.

P au lin o E u gen io  M allo





Introducción

a) Propósito del trabajo

El propósito de esta obra es presentar los elementos básicos de la 
matemática borrosa y destacar la importancia de su aplicación en 
las disciplinas contables y administrativas, de forma tal que permi­
ta -a su vez- el cambio de paradigma de algunas teorías subyacen­
tes en la toma de decisiones.

Esta toma de decisiones se realiza en tres situaciones: la de certe­
za, donde reina la matemática convencional; la de riesgo, donde 
aplicamos el cálculo de probabilidades; y, por último, la de incerti­
dumbre, para la cual intentaremos demostrar la aplicabilidad de la 
matemática borrosa.

Si se parte del hecho irrefutable de que la matemática borrosa y 
las disciplinas mencionadas pertenecen al campo de las ciencias 
formales la primera, y al campo de las ciencias sociales las siguien­
tes, la relación entre ambos campos presenta serias dudas respecto 
de la aplicación de la matemática borrosa en la contabilidad y ad­
ministración para solucionar los problemas que se plantean en si­
tuaciones de incertidumbre. Justamente, Gil Lafuente afirma que:

Nos hallamos en una época caracterizada por unos cambios 
sociales y económicos extremadamente rápidos y profundos 
que no han tenido precedente alguno en toda la historia de la 
humanidad. Estamos inmersos en un mundo en el cual todo 
acontecimiento se produce y desarrolla con tal rapidez que se 
nos hace prácticamente imposible saber con exactitud todo lo 
que nos depara el futuro. Todos los acontecimientos y circuns­
tancias que nos esperan llevan una fuerte carga de incertidum­
bre.

Para poder abordar los problemas de índole económica y so­
cial, derivados de esta incertidumbre, que llevan implícitos to­



dos los acontecimientos futuros, ya no son suficientes los cono­
cimientos basados en la lógica formal; la llamada matemática 
moderna, apoyada en esquemas mecanicistas, así como el ál­
gebra booleana, no sirven para explicar y prever las actuacio­
nes que deberemos llevar a cabo en el futuro y se muestran 
impotentes ante esta nueva forma de actuación de nuestra so­
ciedad" (Gil Lafuente, 1990, p. 7).

b) Aportes y proyecciones

Supongamos que se hizo la reformulación teórica; supongamos, 
también, que está justificada, la pregunta sería cuál es el aporte de 
este cambio. Desde nuestra perspectiva, consideramos que el apor­
te más importante de esta reformulación es el sinceramiento. Si 
consideramos los criterios que se han usado históricamente y que 
se usan para resolver la incertidumbre, veremos que adolecen de 
fallas, imprecisiones y, en algunos casos, arbitrariedades en cuanto 
a su mecánica, ya que consisten en convertir un problema de deci­
sión en condiciones de incertidumbre en un problema de bajo ries­
go, para así aplicar las técnicas ya mencionadas. Es decir que, ante 
la introducción de datos totalmente imprecisos, se obtiene un resul­
tado, o una conclusión, que es un dato cierto. En cambio, a partir de 
esta reformulación basada en la matemática borrosa, ante la consi­
deración de datos inciertos, imprecisos, el resultado obtenido tam­
bién lo es; no se está forzando ningún tipo de situación, ni se la 
considera en un marco idealizado.

Por lo tanto, estimamos que el aporte más importante está dado 
por este sinceramiento, por tener la propuesta justificada metodo­
lógicamente y por la posibilidad de presentación pública que tiene. 
Considerando la postura de Kuhn, podríamos decir que ha empe­
zado la revolución. Es decir, pensamos que está dado el pequeño 
primer paso como para que el cambio se produzca y, a partir de 
aquí, se piense en esta circunstancia.

Para lograr este objetivo es que desarrollamos en primera instan­
cia algunas consideraciones teóricas y la justificación metodológica 
del trabajo. Posteriormente, en los siguientes capítulos, introduci­
mos los conceptos de números imprecisos e intervalos de confianza 
como primer reconocimiento de la indeterminación, para luego



abordar la teoría de los subconjuntos borrosos, que constituye el 
marco conceptual de la matemática borrosa. En el capítulo 6 expli­
camos el concepto de número borroso que, estimamos, se converti­
rá en la herramienta que permita la toma de decisiones en situación 
de incertidumbre; en el capítulo 7, relacionamos los números bo­
rrosos con el cálculo de probabilidades y conceptualizamos, de este 
modo, los números híbridos. Por último, en la segunda parte de es­
te trabajo, presentamos algunas propuestas de aplicación de la ma­
temática borrosa a los campos contable y administrativo.
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Capítulo 1

Consideraciones teóricas previas

1.1. Una lógica matemática insuficiente

Para analizar las situaciones en que se lleva a cabo la toma de de­
cisiones, debemos entender la naturaleza del proceso decisorio, que 
supone que la decisión requiere una forma de actuar entre varias 
alternativas posibles, y que, además, cada alternativa puede dar lu­
gar a una o varias consecuencias o resultados dependiendo de que 
ocurra alguno de los futuros posibles. Ante la situación de certeza, 
donde las alternativas de un problema determinado se presentan 
para un solo estado futuro, con una probabilidad de ocurrencia 
igual a uno, debe resolverse el modelo, resolverlo matemáticamen­
te hablando. No podemos decir que hacerlo sea sencillo ni tampoco 
difícil; tiene sus complicaciones, pero, en cierta forma, se cuenta 
con el sustento de toda la matemática disponible después de dos 
mil quinientos años de historia. Por lo tanto, toda la matemática 
clásica está incluida en la solución del modelo en situación de cer­
teza. A esta matemática clásica, por supuesto, no es posible pensar­
la de manera aislada, sino que está conectada con una lógica, pues­
to que no puede existir matemática sin lógica. La lógica que está 
implícita en este caso es la que nació hace dos mil quinientos años y 
que sigue en uso para muchos casos: la lógica bivalente (de Aristó­
teles hasta Boole, y sus continuadores), la del "principio del terce­
ro excluido". Es decir, la lógica que plantea dos alternativas: es A o 
no A, se presenta A o no se presenta A. Este "A o no A" es el sus­
tento de gran parte de la matemática clásica, de la que podríamos 
llamar convencional, y que dio las soluciones del caso.

Esta lógica bivalente no quedó limitada exclusivamente a la ma­
temática clásica, sino que nos hemos acostumbrado a utilizarla en 
otros casos.



Tomemos dos ejemplos1. Los contadores, por lo general, se 
manejan con un método de registración que es el sistema de partida 
doble, en el que figuran dos posibilidades y no más, donde pareciera 
que deben encasillarse siempre en dos alternativas, en el A y en el 
no A. El segundo ejemplo sería el caso del abogado o del juez que 
pregunta a un testigo: "¿Usted estuvo presente en el momento del 
accidente?". A eso el testigo responde: "Sí, pero....". Entonces el 
abogado o el juez retruca: "No, no. ¿Estuvo o no estuvo? Responda 
sí o no". En estos casos, se encasilla la circunstancia en que esté "A
0 no A". A esta situación se llega para evitar imprecisiones: de esa 
manera estamos ante una situación de certeza y el modelo mismo 
se torna más simple.

En condiciones de riesgo, existen varios estados naturales a los 
que se les puede asignar una probabilidad de aparición, y estas 
medidas aleatorias son conocidas por quien debe tomar la decisión. 
Así, estaremos frente a una situación de riesgo objetivo o subjetivo, 
dependiendo de la base de cálculo de dicha probabilidad.

Entonces, la posibilidad de análisis de dos alternativas no es úni­
ca, ya que pueden considerarse más de dos. Es allí donde aparece y 
resuelve el problema el cálculo de probabilidades, o la teoría de las 
probabilidades, o la matemática del azar, como se la quiera llamar. 
Entonces, quien quiera demostrar que se está saliendo de las dos 
alternativas, se tomará del cálculo de probabilidades, que aparen­
temente plantea más de dos. Tomemos un ejemplo: ¿cuál es la pro­
babilidad de obtener un tres, al arrojar un dado al aire? Es un sexto. 
Obsérvese que allí existen seis sucesos, seis alternativas distintas: 
puede salir el uno, el dos, y así hasta el seis. Por lo tanto, en otros 
casos, podría tener seis, muchísimas más de seis, un millón, un bi­
llón de alternativas. La gran preocupación del cálculo de probabili­
dades fue tratar de cuantificarlas. Entonces puede aparecer la 
creencia de que el esquema bivalente se ha roto. Sin embargo, no es 
así. Volviendo al ejemplo del dado, si la pregunta es: ¿cuál es la 
probabilidad de que salga el número tres?, evidentemente cuando 
se considera el número tres, se tienen en cuenta todas las condicio­
nes que le puso uno de sus creadores a la definición de probabili­
dad, es decir, sale el tres o no sale el tres. Nuevamente, hemos caído 
en la lógica bivalente, en el "A o no A".

1 En las ejemplificaciones, para lograr una mejor explicación y, consecuentemente, 
una mejor aprehensión de lo expuesto, forzaremos algunas situaciones, tal vez exa­
geradas.



Tomemos el ejemplo de alguien que quiere estacionar el auto en 
una playa de estacionamiento. El cálculo de probabilidades aporta 
una serie de respuestas, por ejemplo: si el estacionamiento está lle­
no, cuál es la probabilidad de que estacione. Evidentemente, el cero 
por ciento. Si el estacionamiento estuviera vacío, la probabilidad 
que tiene esa persona de estacionar es del cien por ciento, va a es­
tacionar con seguridad. Si estuviera lleno y hubiera una sola plaza 
libre, supongamos que fuera la treinta y cuatro, ¿cuál sería la pro­
babilidad de que estacione exactamente en el sector marcado con 
ese número? Evidentemente, es del cien por cien. Si estuviera vacío, 
¿cuál es la probabilidad de que estacione justamente en la parcela 
de estacionamiento número treinta y cuatro?: es uno en cien. Pare­
ciera que el cálculo de probabilidades responde todas las pregun­
tas. Sin embargo, se están suponiendo las hipótesis de Laplace; es 
posible constatar, en la vida real, que esas circunstancias no se dan: 
es un modelo demasiado alejado de la realidad.

¿Qué es lo que acontece en la realidad? En la realidad, por ejem­
plo, hay lugares ocupados que no están destinados al estaciona­
miento y se estacionan autos en las ochavas de los sectores delimi­
tados; es muy factible que, ante la asignación de la plaza treinta y 
cuatro, al llegar allí se observe que alguien ha estacionado parte de 
su auto en la 34, por comodidad o por no rozar al auto de al lado, 
por lo que habrá que estacionar parte del auto en la 34 y, tal vez, 
parte en la siguiente, que sería la 35. Por lo tanto, la afirmación de 
que alguien estacionó el auto en la plaza número 34 no es del todo 
verdadera; y decir que no estacionó el auto en la plaza 34 no es del 
todo falsa. Eso es lo que acontece en la vida real, pero el modelo de 
cálculo, salvo que sea posible calcular las probabilidades en forma 
objetiva, no resuelve el problema.

1.2. Hacia una lógica trivaluada

Teniendo en cuenta que ese tipo de imprecisión no está enmar­
cado dentro de las dos situaciones planteadas, sino definida por 
una situación de incertidumbre, en la cual no conocemos las proba­
bilidades de ocurrencia respecto de los estados futuros que pueden 
presentarse para las diferentes combinaciones acción-resultado con 
las que se trabaje, no podemos dejar de reconocer que en la actuali­
dad es bajo estas condiciones que se realiza la toma de decisiones
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en las disciplinas contables, económicas y administrativas. Históri­
camente se ha tratado de resolver este problema a través de algu­
nos mecanismos: por ejemplo, usar el cálculo de probabilidades con 
algún grado de insatisfacción o satisfacción. Tomemos como ejem­
plo la metodología de las ciencias: se le permitió a una corriente de 
pensamiento muy importante salir de lo que era el inductivismo 
ingenuo, sacándolo de un problema que era irresoluble. El inducti­
vismo pretendía demostrar la verdad o falsedad de las hipótesis a 
través de la evidencia y, entonces, nunca era posible afirmar que 
una hipótesis estuviera justificada, porque había que acumular evi­
dencia constantemente. Esto le permitió a Carnap correrse hacia las 
probabilidades y establecer que una hipótesis no necesariamente 
debía ser verdadera, sino que podía ser probablemente verdadera, 
con lo que aportó una aparente solución a las indeterminaciones. 
Ahora bien, en ese caso fue con satisfacción que se pudo resolver 
un problema. Para otros no fue tan así: aplicaban el cálculo de pro­
babilidades, pero estaban insatisfechos, sabían que no resolvía to­
das las situaciones del mundo real. Tal vez, uno de los más conoci­
dos haya sido Leibniz, quien se preguntó por la forma en que el 
universo se produjo, y concluyó que podría haber sido de infinitas 
formas distintas. De ahí, su famosa frase: "Nuestro universo tal vez 
no sea el mejor, pero es el más probable". Ese grado de insatisfac­
ción también se puede notar en Einstein, que fue un gran utilizador 
del cálculo de probabilidades, e incluso lo utilizó como marco teó­
rico para varias de sus teorías. Sin embargo, en un momento de­
terminado, advirtió que no era la respuesta para cierto tipo de si­
tuaciones, y por eso, volviendo a las frases famosas, dijo, irónica­
mente: "Dios no juega a los dados".

Para introducirnos en la indeterminación, saliendo de la bivalen­
cia, hubo que pensar en una lógica que no fuera bivaluada. Enton­
ces, apareció el concepto de "lógica trivaluada": verdadero, falso e 
indeterminado. Esta lógica plantea el concepto de vaguedad, que 
se desprende de las tres categorías mencionadas. Un autor más o 
menos reciente, que fue un gran analista de la vaguedad, es Ber­
trand Russell. Pero hay antecedentes que son más lejanos y, si se 
quisiera, podríamos remontarnos hasta Zenón de Elea. El tema de 
la lógica bivalente, del "A o no A", había sido analizado por Zenón, 
quien introdujo la idea de los silogismos en cascada, en sucesión: 
ante un hecho en el que se puede presentar A, puede darse A o no 
A, pero si A, entonces se produce B; si se presenta B, B puede ser B



o no B, pero si se presenta B, entonces C, y así se van escalonando 
en cascada los razonamientos. Esto era lo que Zenón y sus contem­
poráneos llamaban " paradojas sorites". El ejemplo clásico del tema 
pertenece a Zenón: planteaba que, ante un montón de granos de 
arena, se retira un grano y se lo reemplaza por un "no grano", y 
quedan todavía un montón de granos de arena. Si se siguieran sa­
cando granos de arena y reemplazándolos por "no granos" de are­
na indefinidamente, llegaría un momento en que no habría ni 
"montón" ni "granos de arena", es decir, se instalaría una paradoja: 
en qué momento y de qué manera pasó de ser un "montón" de 
granos de arena a ser un "no montón".

Este tema fue analizado profusamente y el mismo Bertrand Rus­
sell tomó el caso de las paradojas sorites, reemplazando el ejemplo 
del montón de granos de arena por la cabellera de una persona, a la 
que se le retira un cabello; allí se instala la pregunta de cuál es el 
momento en que la persona pasa de tener pelo a ser calva.

1.3. Hacia una teoría de subconjuntos borrosos

A pesar de plantear una paradoja aparentemente irresoluble, el 
tema de la lógica trivaluada y la vaguedad sirvió para establecer las 
bases de la llamada "teoría de los conjuntos vagos", que desarrolló 
Max Black. Tanto la idealización de la lógica trivaluada como el es­
tablecimiento de la teoría de los conjuntos vagos de Black no tuvie­
ron el consenso científico necesario como para imponerse, y es por 
eso que hoy consideramos la matemática borrosa y la teoría de los 
subconjuntos borrosos. Quien dio el salto hacia la resolución del 
problema de la imprecisión fue Lukasiewicz, lógico polaco que se 
basó en la lógica trivaluada, pero -tomando esa indeterminación- 
la dividió en infinitas partes y estableció un continuo entre cero y 
uno: de esta forma se origina una lógica multivalente o multivalua- 
da, que echó por tierra a la bivaluada, al "A o no A". De esta lógica 
hay infinidad de ejemplos disponibles, con objetos en los cuales la 
imprecisión viene dada por la falta de precisión en el grado de per­
tenencia de dicho elemento a un determinado orden o clase.

Obviamente, la sola lógica multivalente, concebida por Lukasie­
wicz en los años treinta, no hubiera prosperado si no se hubiera 
generado, como consecuencia, una teoría de los subconjuntos bo­



rrosos. Fue Lofti Zadeh, investigador del Departamento de Ingenie­
ría de una universidad de California, quien se dedicó a esta teoría.

Teniendo en cuenta el área de las ciencias económicas, los traba­
jos acerca de la teoría de los subconjuntos borrosos son de vital im­
portancia, sobre todo considerando las visiones específicas de 
Kaufmann y Gil Aluja. En un congreso realizado en 1996, Gil Aluja 
presentó un trabajo en donde se refiere a lo que él llama "principio 
de simultaneidad gradual", el "A y no A" que hemos usado, sim- 
plificadamente, para este trabajo. Aparentemente, el principio 
enunciado encarna un contrasentido, en tanto que pensar en un 
concepto como "simultaneidad" aparentemente niega todo gradua- 
lismo, pero lo que Gil Aluja hace es usar un determinado grado de 
imprecisión, de alguna manera basándose en lo elaborado por Lu­
kasiewicz y Zadeh (Gil Aluja, 1996).

Dentro de esta teoría el concepto de entropía borrosa es el que 
responde a la pregunta: ¿en qué medida un conjunto es borroso, 
mide su borrosidad y expresa la incertidumbre o desorden de un 
sistema? La entropía borrosa es una cuestión de grado ya que hay 
conjuntos borrosos más borrosos que otros. Para entender la entro­
pía borrosa basta la imagen de un cubo.

Supongamos que el encargado de un cine debe decidir si realiza 
o no la función de las 15 dependiendo del estado del tiempo. Así, 
anuncia en el periódico: "Días lluviosos: función a las 15".

Es sencillo tomar la decisión cuando el cielo está completamente 
despejado de nubes y el sol brilla radiante o cuando, por el contra­
rio, la lluvia cae estrepitosamente. Hasta aquí, las decisiones son 
binarias. Llueve o no llueve, A o no A.

Pero ¿cuál será su decisión cuando el cielo está nublado y el Ser­
vicio Meteorológico dice que hay una determinada probabilidad de 
lluvia?

El estado del tiempo pasa de bueno o malo a un estado borroso y 
el encargado deberá decidir si realiza o no la función de las 15; se 
han convertido los bits2 e n  f it s  o unidades borrosas, es decir, el es­
tado del tiempo es bueno o malo, solo en un cierto grado.

El estado del tiempo de un día es un elemento de un conjunto 
borroso y, si lo representamos en una dimensión tal en la que uno 
de los extremos es el estado "malo" y el otro es el "bueno", la re­
presentación gráfica del estado del tiempo del fin de semana se rea-

2 Medidas de la lógica bivalente



lizará a través de un cuadrado; la de los días viernes, sábado y do­
mingo es un cubo, por ser tres los elementos del conjunto borroso.

(0,1,1) (1,1,1)

Ahora bien, si los propietarios del cine pidieran al encargado un 
informe sobre el estado del tiempo a lo largo de todo el mes, resul­
taría un hipercubo de treinta dimensiones. No es posible dibujar un 
cubo de más de tres dimensiones y ocho esquinas, pero no hace fal­
ta para entender la estructura borrosa. Las esquinas del cubo son A 
o no A y su entropía borrosa es igual a cero. Los demás puntos del 
cubo son borrosos o grises en cierto grado. La entropía borrosa 
muestra que cuanto más cerca se está del punto central del cubo 
más borroso es el conjunto; y menos, cuanto más cerca se está de las 
esquinas.

1.4. Cambios, novedades y justificación

Considerando que la matemática borrosa está disponible, a pesar 
de que hay cuestiones por pulir y terminar de demarcar, la pregun­
ta que cabría hacerse es sobre la novedad, sobre lo nuevo del plan­
teo que proponemos.

Lo novedoso, desde nuestra perspectiva, está en no plantear una 
solución más, un nuevo criterio, sino directamente proponer un 
cambio prescriptivo y descriptivo a nivel de la teoría, aportando el 
modelo y los mecanismos para dar solución a la incertidumbre 
aplicando la matemática borrosa.



Esta propuesta de cambio está sustentada en varias justificacio­
nes posibles, tanto desde el punto de vista teórico como del meto­
dológico y del práctico, apoyados en la metodología de la ciencia.

Un modo de justificación posible es adoptar un punto de vista 
"duro" respecto de las ciencias, y observar de qué manera esas pos­
turas permiten justificar o introducir la matemática borrosa en el 
tratamiento de la incertidumbre. Para ello, consideramos pertinente 
adoptar los criterios de dos autores: Karl Popper y Mario Bunge.

A partir de la investigación bibliográfica, es posible establecer 
que Bunge, por ejemplo, es capaz y está dispuesto a admitir impre­
cisiones. Entonces si una postura dura es capaz de admitir ese gra­
do de imprecisión, mucho más lo hará una corriente de pensamien­
to más laxa, más flexible, que encarara el tema de una manera más 
conveniente a nuestros fines.

Del mismo modo ocurre con Karl Popper, que cuando estudia el 
método de las ciencias sociales supone que hay que apartarse de los 
métodos convencionales que él mismo propone para las ciencias 
duras (como la matemática, la física, etc.). Así, establece un sistema, 
que es el del ensayo y error, el de la crítica fundada de las proposi­
ciones de la teoría. Mientras la teoría soporte la crítica y no se com­
pruebe su falsedad, debe ser aceptada, al menos provisoriamente, 
hasta que caiga.

Para pensar en una justificación metodológica, nos basamos sí en 
una postura más flexible que las enunciadas anteriormente, como 
es la posición de Kuhn, que directamente abandona el concepto 
tradicional de ciencia. Para Kuhn, la ciencia es una actividad lleva­
da a cabo por determinado grupo de personas. Eíay una serie de 
elementos dentro de esa posición que admiten el uso de lógicas dis­
tintas, es decir, no necesariamente una, y mucho menos esta que 
usamos aquí; admiten la multiplicidad de lógicas empleables. La 
debilidad de esta justificación podría señalarse en que los planteos 
de Kuhn se basan, casi exclusivamente, en la física y no en las cien­
cias sociales. Ante esto hemos adoptado el criterio de Mitroff y 
Killman, dos teóricos de la administración.

Estos autores hicieron una investigación de campo sumamente 
amplia y determinaron cuáles son los modelos investigativos que 
estaban siendo usados por la comunidad científica y lograron de­
terminar cuatro, de acuerdo con un ordenamiento establecido en 
función de ciertos parámetros que adoptaron previamente: uno de 
ellos es el referido a la lógica empleada. Ante esto, no se inclinan



por ninguno en particular, sino que proponen, fundamentalmente, 
su combinación, y sostienen que en un trabajo de investigación de­
terminado están presentes, de alguna manera u otra, todos los mé­
todos que habían logrado clasificar.

Para que podamos comprender aún más la justificación metodo­
lógica que proponemos, desarrollaremos estos conceptos con más 
profundidad en el siguiente capítulo.





Capítulo 2

Justificación metodológica

2.1. Consideraciones previas

El objetivo de este capítulo es fundamentar metodológicamente 
la aplicación de la matemática difusa a las disciplinas contables y 
administrativas de forma tal que la combinación resultante permita 
-a su vez- el cambio del paradigma vigente.

Si se parte del hecho incontrastable de que la matemática borrosa 
pertenece al campo de las ciencias formales, la contabilidad es una 
técnica y la administración una ciencia social, la relación entre ellas 
se encuentra asegurada por respetarse los requisitos que la metodo­
logía de la ciencia les impone. Sin embargo, se presentan serias du­
das respecto de la aplicación de la matemática borrosa a dichas dis­
ciplinas pues, directa o indirectamente, implicaría reformular algu­
nas reglas de acción y/o teorías de las disciplinas a las cuales es 
aplicada.

Es evidente que tratar de disipar las dudas planteadas es algo 
novedoso y complejo, pero no imposible. Ahora bien, si se tiene en 
cuenta que la “matemática borrosa" o "matemática blanda" como 
posibles traducciones d e  fu z z y  m athem atics, tiene sus antecedentes 
científicos en la TEORÍA DE LOS ERRORES y que L. A. Zadeh -uno de 
los primeros autores en utilizar la denominación: fu z z y -  lo hizo en 
el año 1965, se puede concluir que no estamos en presencia de un 
tema de reciente data. Es más, en el año 1985 se llevó a cabo en Es­
paña (Palma de Mallorca) el primer congreso internacional de la 
especialidad, en el que se presentaron trabajos de máximo nivel -a 
juzgar por los científicos intervinientes- sobre aspectos teóricos y 
posibles aplicaciones.

No obstante lo dicho, hasta el momento no tenemos información 
sobre intentos de justificación de la aplicación de la matemática bo­
rrosa a la contabilidad y administración de forma tal que proponga 
un nuevo paradigma que suplante al vigente.



Concomitantemente, se debe reconocer que las disciplinas men­
cionadas -a lo largo de su desarrollo histórico- elaboraron técnicas 
y modelos con miras a describir, explicar o predecir hechos de la 
realidad en el campo de su incumbencia. Obviamente, dichas técni­
cas y modelos constituyen una representación simplificada de la 
realidad, y no pretenden además explicitar en detalle su movimien­
to y complejidad en los temas de su competencia.

Si se acepta como factible la aplicación planteada, se debe inda­
gar sobre su validez desde un punto de vista epistemológico.

Lógicamente la respuesta estará condicionada por la corriente de 
opinión que se adopte dentro del área de la metodología de la cien­
cia. En tal sentido, teniendo en cuenta que las teorías y reglas de ac­
ción a reformular pertenecen al área de las "socio-técnicas", se 
adoptará una postura kuhniana, dejando de lado las posiciones in- 
ductivistas y falsacionistas.

2.2. Justificación teórica

Kuhn reconoce el papel fundamental que juegan dentro de las 
ciencias los llamados "paradigmas". Este autor los definió como 
"realizaciones científicas que, durante cierto tiempo, proporcionan 
modelos de problemas y soluciones a una comunidad científica". 
Un paradigma es, entonces, lo que comparten los miembros de una 
comunidad científica y -a la inversa- una comunidad científica 
consiste en ciertas personas que comparten un paradigma. De esta 
forma, los paradigmas aparecen en sus libros de texto, conferencias, 
congresos, etc., los estudiantes aprenden bebiendo de esos para­
digmas, lo cual es lógico, pues ellos son la verdad para esa comu­
nidad científica en ese momento (Kuhn, 1985).

Sin embargo, ningún paradigma, por muy arraigado que se en­
cuentre, es capaz de dar respuesta a todos los problemas y es por 
esto que no son eternos. Unos paradigmas se imponen a otros, 
simplemente, porque tienen más éxito en la resolución de ciertos 
problemas que un grupo de investigadores ha considerado impor­
tantes. Pero esto no significa, de ninguna manera, el éxito total en 
la resolución de un problema dado o resultados suficientemente 
satisfactorios para un número considerable de problemas.

¿Cuál es la verdad en este contexto...? La verdad está dada por el 
acuerdo intersubjetivo de la comunidad científica en un momento



dado. La aplicación de la matemática borrosa a disciplinas conta­
bles y administrativas puede ser estudiada a través de su paradig­
ma, es decir, de la manera de ver y entender las cosas, aquello que 
llegó a convertirse en "sentido común" en un tiempo determinado. 
Con lo expuesto -y siguiendo a Kuhn- se está sosteniendo que la 
verdad es aquella que la comunidad científica establece en cada 
momento. Es, por supuesto, una "verdad transitoria", pero la única 
disponible la época dada.

Arnold Kaufmann y Gil Aluja coinciden de alguna manera con la 
posición kuhniana que se ha adoptado y es así como, al referirse a 
la relación entre números borrosos y variables aleatorias, afirman:

Transformar un número borroso en Ley de probabilidad re­
sulta inaplicable ya que no es admisible considerar como obje­
tivo un dato subjetivo. A no ser que se posea un haz suficien­
temente grande de datos subjetivos o se abandone la ciencia 
por el arte pues, este es una realización subjetiva del pensa­
miento cuyo destino es que sea aceptada tal cual es por un su­
ficiente elevado número de observadores. Es evidente que lo 
ideal en cada ciencia es la objetividad, pero la realidad nos 
obliga día a día a tener en cuenta las informaciones accesibles 
menos seguras, pero utilizables en nuestros razonamientos y 
en los ordenadores (Kaufman y Gil Aluja, 1987).

Esta forma de "ver" las cosas planteada por Kuhn y otras figuras 
representativas como -por ejemplo- Toulmin, Fayerabend, Laudan, 
Lakatos, Shapere, Lévi-Strauss, Habermas y Adorno, constituyen lo 
que ha dado en llamarse la "concepción no estándar de las cien­
cias". Es por cierto en el "contexto de justificación" donde los auto­
res mencionados se diferencian notoriamente de las posiciones po­
sitivistas y popperianas, pues para ellos, la metodología de la cien­
cia solo debería ocuparse de la justificación para aceptar o rechazar 
una hipótesis ya descubierta, debiendo utilizarse la lógica para 
fundamentar la aceptación o rechazo.

Mientras que para la concepción estándar la ciencia es un sistema 
de hipótesis y un grupo de teorías, la corriente que se está estu­
diando dirá que es un tipo de actividad llevada a cabo por la co­
munidad científica. Asimismo, para los primeros, el mundo empí­
rico venía dado y las teorías científicas se encargan de estudiarlo 
tomando los datos de la realidad con prescindencia de nuestra 
forma de "verlos", es decir, en forma objetiva. En cambio, para los
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segundos, el científico trabaja de acuerdo con un paradigma que le 
hace “ver" los datos del mundo empírico de determinada manera.

Es cierto que si se adopta -como se está haciendo- la postura no 
estándar de las ciencias, fácilmente puede caerse en posiciones ex­
tremas susceptibles de crítica fundada. Tal es el caso de Milton 
Friedman, que adopta la posición de que la única prueba relevante 
de la validez de una teoría es su poder de predicción y -además- 
que no puede ponerse a prueba comparándose sus hipótesis direc­
tamente con la realidad, pues un "realismo" completo es, a todas 
luces, inalcanzable, y para determinar si una teoría es "bastante" 
realista solo es necesario observar si de ella surgen predicciones 
adecuadas al objetivo de que se trata o mejores que las predicciones 
que se basan en teorías alternativas (Friedman, 1953).

Tal punto de vista ha dado lugar a las críticas que se menciona­
ron antes. Justamente, Eugene Rotwein argumentó:

...lo que buscamos en la ciencia no es tan solo la "predic­
ción" en el sentido que Friedman da al término, o sea, la pre­
dicción de la bola de cristal, sino también la predicción por sis­
tema deductivo que abarque el mundo real y pueda hacerlo in­
teligible para nosotros (Rotwein, 1959).

No obstante, Ernest Nagel observó que los supuestos de una teo­
ría no pueden verse como un "simple resumen" de una serie va­
gamente delimitada de generalizaciones empíricas, cuyos alcances 
de aplicación pueden especificarse en forma nítida y precisa (Na­
gel, 1963).

Una forma de justificar la "concepción no estándar de las cien­
cias" es -mediante la investigación bibliográfica- rescatar la posi­
ción favorable de científicos que se hayan manifestado contrarios a 
ella, pues la validación puede darse por la compatibilidad con otras 
posiciones metodológicas.

En tal sentido, Mario Bunge afirma:

...se dirá que es muy cómodo criticar pero que, a falta de teo­
rías mejores, no hay más remedio que seguir trabajando, ense­
ñando y aplicando las viejas. Esto es falso. No se buscará la 
verdad ni la eficacia mientras se sigan sosteniendo los viejos 
dogmas. La honestidad intelectual y el deseo de mejorar las co­
sas exigen que localicemos y analicemos críticamente los bol­
sones de seudociencia y de seudotécnica que aún se encuen-



tran en la cultura universitaria y en la gestión gubernamental.
No tiene nada cié vergonzoso el que una hipótesis científica sea 
refutada. Lo que sí debiera avergonzar es el aferrarse obseca- 
damente a hipótesis en ausencia de datos o en presencia de da­
tos adversos. Finalmente, en todas las ciencias, incluso en físi­
ca, debemos tolerar predicciones imprecisas de la forma Even­
tualmente X aumentará (o disminuirá o fluctuará). La ciencia 
debe escoger una vía intermedia entre el apriorismo (que pres­
cinde de la experiencia) y el empirismo (que prescinde de la 
teoría) (Bunge, 1985).

Si se quisiera ir más allá todavía es imperioso recurrir a las posi­
ciones falsacionistas fuertes y -fundamentalmente- a Karl R. Pop­
per, máximo exponente de dicha corriente. De esta forma explicita 
los distintos pasos del método de las ciencias sociales:

a) El método de las ciencias sociales, como también el de las 
ciencias naturales, consiste en ensayar intentos de solución pa­
ra sus problemas, los problemas de los cuales parten. Las solu­
ciones son propuestas y criticadas. Cuando un intento de solu­
ción no es susceptible a la crítica objetiva, precisamente por eso 
se lo descarta como no científico, aunque quizá sólo provisio­
nalmente.

b) Cuando es accesible a una crítica objetiva, tratamos de re­
futarlo, pues toda crítica consiste en intentos de refutación.

c) Cuando un intento de solución es refutado por la crítica, 
probamos con otro.

d) Cuando resiste la crítica, lo aceptamos provisionalmente; 
y por cierto, lo aceptamos ante todo como digno de seguir 
siendo discutido y criticado.

e) El método de la ciencia es, pues, el del ensayo (u ocurren­
cia) de solución, que es controlado por la más severa crítica. Es 
un perfeccionamiento crítico del método de ensayo y error 
(trial and error).

f) La llamada objetividad de la ciencia consiste en la objeti­
vidad del método crítico; pero esto significa que consiste ante 
todo en que ninguna teoría está exenta de crítica.

[...] La única forma de justificación de nuestro saber es solo 
provisional: consiste en la crítica o, más exactamente, en que 
nuestros intentos de solución parecen resistir hasta ahora in­
cluso nuestra crítica más sagaz. Una justificación positiva que 
vaya más allá de esto, no la hay (Popper, 1987).



No faltará quien haga notar que esta posición corresponde al 
"Popper débil", cosa que -por otro lado- es cierta. La lógica crítica 
ensayada por este filósofo racionalista ha sido duramente criticada 
por el mismo Bunge, por aceptar o rechazar convencional mente 
enunciados protocolarios y -principalmente- por afirmar que solo 
se puede estar seguro de la falsedad (demasiado escéptica para ser 
racional) (Bunge, 1985b).

2.3. Justificación metodológica

La concepción no estándar de las ciencias, cuando se pregunta 
cómo se cambia el "paradigma", contesta que no es solamente por 
una comparación aséptica entre paradigmas. Es más, afirma que lo 
que se abandona no es una teoría sino la lente con que la observa­
mos, en tanto nuestra visión es al principio borrosa y, luego, lenta­
mente, se va mejorando.

Mitroff y Kilman investigaron los estilos de investigación pre­
dominantes en el campo de las ciencias sociales. Después de reali­
zar un análisis de campo de envergadura, llegaron a la conclusión 
de que no es uno solo sino varios y que los investigadores utilizan 
uno particularmente adecuado a la circunstancia estudiada en ese 
momento. Para llevar a cabo la tipificación planteada trabajaron, 
principalmente, con cinco variables: lógica(s) propuesta(s), criterio 
de racionalidad, componentes (descubrimiento, construcción de 
modelos, testeo, etc.), normas sociales y reglas metodológicas. En 
función de las respuestas a las variables mencionadas lograron ca­
racterizar los estilos denominados del científico analítico, del teóri­
co conceptual, del humanista conceptual y del humanista particu­
lar. No obstante, consideran que ninguno de ellos se presenta unila­
teralmente y efectúan -como propuesta final- una combinación de 
los cuatro: el enfoque multidisciplinario (Mitroff y Killman, 1987).

Si se toma la variable "lógica(s) propuesta(s)"como punto de par­
tida para ponderar el "criterio de racionalidad" empleado por los 
cuatro enfoques, se verá que pueden utilizarse la lógica aristotélica 
(clásica estricta, no dialéctica y determinada), lógica dialéctica (in­
determinada), lógica booleana, etc. De esto se desprende que el cri­
terio multidisciplinario utiliza todas ellas en algún momento de la 
investigación y, por ende, amplían las posibilidades de aceptación 
de las hipótesis limitando el criterio de racionalidad positivista.
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La posición multidisciplinaria de Mitroff y Kilman es la aconse­
jada para intentar la aplicación propuesta, dado que, al aplicar 
ciencia formal (matemática borrosa) a las teorías y reglas de acción 
de las ciencias sociales, establece un criterio de racionalidad tal que 
permite su aceptación, admitiendo -por supuesto- la parcialidad 
de la que se partió.

Una de la críticas a realizar al enfoque utilizado es justamente la 
multiplicidad de lógicas empleadas. Esto se debe a la suposición de 
que ningún investigador puede manejarse con una y luego con otra 
totalmente diferente. En tal sentido, Ricardo I. Gómez dice:

toda investigación se hace para resolver problemas, pero los 
mismos autores (Mitroff y Kilman) han expresado que para 
elucidarlos hay que tener en cuenta el objetivo. Ese objetivo 
condiciona a todo lo demás. En función del objetivo, todo el ci­
clo investigativo va a tener un estilo preponderante. No hay 
lugar, en la metodología de las ciencias sociales contemporá­
neas, para un único método que no tenga en cuenta estilos in- 
vestigativos a utilizar interdisciplinariamente (Gómez, 1987, p.
54).

2.4. Justificación práctica

El modelo y las reglas de acción que se puedan proponer para el 
tratamiento de la contabilidad y administración deben ser justifica­
dos desde un punto de vista práctico. Para ello es necesario tener 
en cuenta las características que deben reunir -en términos genera­
les- para que logren el fin perseguido. En tal sentido, se debe tener 
en cuenta que los modelos se refieren solamente a una parte del 
mundo real -en este caso económico- y, por lo tanto, se trata de 
una simplificación o idealización. Es por ello que se distinguen en 
cuanto a que tienen un dominio más reducido que las teorías y 
también por tener enunciados legales y reglas de acción.

El modelo a utilizar deberá ser un modelo "ligado", que enri­
quezca las disciplinas a tratar inyectándole proposiciones referidas 
a modalidades específicas de la matemática borrosa. Se estima que 
semejante modelo facilitará la formulación de predicciones siempre 
y cuando se respeten las reglas de acción que lo complementan; ca­
so contrario, se tendrá que reformular el modelo y proponer nue­
vas reglas de acción.



Ahora bien, ¿a qué tipo de predicción se está haciendo referen­
cia? Es evidente que a una predicción teórica, es decir, enmarcada 
en una teoría, en contraposición con la predicción empírica, enten­
diendo a esta última como una proyección de datos empíricos pro­
vistos por el pasado inmediato. Además de teórica, se la puede en­
tender como una "predicción activa", pues al no perseguir una 
constatación o comprobación su objetivo se limita a conducir la ac­
ción humana.

Este trabajo no pretende exagerar la importancia de la predicción 
sino atribuirle el peso relativo que le corresponde, en concordancia 
con otros elementos de ponderación de las teorías y modelos. Jus­
tamente, la falta de precisión con respecto al medio y no hacer hin­
capié en una gama de variables internas y externas que entran en el 
proceso de decisión permiten apreciar "...los efectos benéficos de la 
tendencia a construir modelos matemáticos, ya que los parámetros 
y variables tienen que exponerse en forma explícita y cuidadosa" 
(Me Guire, 1974, p. 293).

Si se tiene en cuenta las investigaciones recientes sobre la mate­
mática difusa y, al mismo tiempo, se acepta que los modelos se po­
nen a prueba por su compatibilidad con cuerpos de conocimiento 
aledaños, es dable suponer la justificación del que nos ocupa. Para­
fraseando a Mario Bunge, se utiliza la matemática como una 
herramienta potente y no ciencias sociales y tecnologías como un 
pretexto para hacer matemática (Bunge, 1985b), dado que se pre­
supone un cuerpo de conocimiento especializado previo, un pro­
blema bien delimitado, se satisfacen condiciones de compatibilidad 
y las soluciones serán debidamente controladas.

Es factible, sin embargo, que en el futuro aparezcan argumenta­
ciones falsadoras de las propuestas realizadas, y es previsible que 
así suceda pues -en el campo de la ciencias- nunca se ha dado so­
lución definitiva a los problemas. Consiguientemente, "...el fracaso 
en el intento de matematizar un campo de conocimiento puede ser 
un índice del estado confuso de ese campo o de las limitaciones del 
teórico. Un conato de matematización o de construcción de mode­
los matemáticos, por poco realista que sea, es preferible a una des­
cripción prolija que no aclare nada o a un esquema verbal grandio­
so e impreciso. Dicho brevemente, aunque la teoría se haya cons­
truido sacrificando montañas de detalles, pueden ser necesarias ul­
teriores simplificaciones para manejarla empírica o aplicativamen-



te, a menos que se inventen nuevas técnicas matemáticas de cálculo 
más poderosas que las anteriores" (Bunge, 1985a).

En el contexto de justificación práctica se puede concluir que los 
modelos y reglas de acción que se propongan -para las disciplinas 
contables y administrativas- deberán reunir mínimamente los re­
quisitos impuestos para una "teoría para la acción", que son:

• Idealización de los hechos de la realidad.
• Utilización de conceptos teóricos tales como la teoría de las pro­

babilidades, la ciencia de la administración, la contabilidad y la ma­
temática borrosa.

• Eventual absorción de datos empíricos.
• Capacidad teorética de predicción.
• Seguridad en cuanto a compatibilidad y coherencia.
• Eficiencia en función de la simplicidad, reducido costo y razo­

nable calidad epistemológica, ofreciendo ventajas comparativas 
contundentes respecto de la posición rival.

Las disciplinas así tratadas pueden ser consideradas -tal como 
surjan de su reformulación- sustantivas y operativas al mismo 
tiempo. En efecto, son sustantivas porque aportan nuevo conoci­
miento sobre los hechos susceptibles de ser accionados, y operati­
vas, por referirse a la acción misma.





Capítulo 3

Números imprecisos

3.1. Concepto

Un número impreciso tiene como característica que se trata de 
una aproximación. Nos acercamos al concepto de número impreci­
so suponiendo un valor central, que es una medida estimada, sub­
jetiva, que no representa la justa medida del objeto en estudio; para 
superar esta vaguedad, asociamos a él un margen de error o error 
posible, que siempre será un número real positivo. De esta manera 
llegamos a una medida imprecisa formada por tres magnitudes:

A-AA, A, A+AA [3.1]

Expresaremos, pues, el número impreciso como:

A = (A-AA , A , A+AA) [3.2]

Representando al número impreciso con una letra mayúscula 
cursiva, y siendo AA el error posible que surge de la falta de certeza 
de que A sea la medida exacta del objeto.

3.2. Suma de números imprecisos

Dados dos (o más) números imprecisos A y B , la suma de am­
bos dará como resultado otro número impreciso cuyo valor central 
estimado será igual a la suma de los centrales correspondientes de 
A  y  B, y los límites se calcularán considerando la suma de los más 
bajos y más altos que pueden adoptar ambos números imprecisos, 
respectivamente.

Considerando:
A = (A-AA , A , A+AA) 
B = (B-AB , B , B+AB)

y



Será:
A(+)B = (A+B-AA-AB , A+B , A+B+AA+AB) [3-3]

Como vemos, el valor central resultante es igual a la suma de los 
valores centrales estimados de A y B, y el error posible se obtiene 
sumando los correspondientes a los números imprecisos sumados.

A(A+B) = AA+AB [3.4]

Ejemplo:
A = (-4,1,6) con Al = 5 y
B = (-3, -1,1) con A-l = 2

A (+) B = (-4,1, 6) (+)(-3, -1,1) = (-7, 0, 7) con A0 = 7

comprobándose que el nuevo valor central es igual a 1 + (-1) = 0; y el 
nuevo error posible se obtiene sumando A[1+(-!)] = 5 + 2 = 7.

3.2.1 Propiedades de la suma de números imprecisos

a) P rop iedad  conm u tativa  

A (+) B = B (+) A

Demostración:
A (+) B = (A+B-AA-AB, A+B , A+B+AA+AB)
B (+) A = (B+A-AB-AA , B+A , B+A+AB+AA)

b) P rop ied ad  asocia tiva

( A(+) B ) (+) C = A (+) (B (+) C )

Demostración:
( A(+) B ) (+) C = (A+B-AA-AB , A+B , A+B+AA+AB) (+) (C-AC , C , 
C+AC) =

= (A+B+C-AA-AB-AC , A+B+C , A+B+C+AA+AB+AC)
A (+) (B (+) C ) = (A-AA , A , A+AA) (+) (B+C-AB-AC , B+C , 
B+C+AB+AC) =

= (A+B+C-AA-AB-AC, A+B+C , A+B+C+AA+AB+AC)



El neutro es: 0 = (0, 0, 0) con A0 = 0

Siendo:
A = (-2, 3, 8) A3 = 5
A (+) 0 = (-2, 3, 8) (+) (0, 0, 0) = (-2+0, 3+0, 8+0) -  (-2, 3, 8)

d) C aso p articu la r  de los n ú m eros im precisos

Un número preciso o cierto es un caso particular de un número impreci­
so en donde A0 = 0
A = (A-AA , A , A+AA) = (A-0 , A , A+0) = (A, A , A) AA = 0

e) Ejemplos 
Dados:
A = (-2, 3, 8) A3 = 5 
B = (-3, -1,1) A-l = 2 
C = (1,3,5) A3 = 2

e . l )  P rop ied ad  con m u tativa

A (+) B = (-2, 3,8) (+) (-3, -1,1) = (-2-3, 3-1, 8+1) = (-5, 2, 9) A2 = 7
B (+) A = (-3, -1,1) (+) (-2, 3, 8) = (-3-2, -1+3,1+8) = (-5, 2, 9) A2 = 7

e.2 ) P rop ied ad  asocia tiva

( A(+) B ) (+) C = (-2-3, 3-1, 8+1) (+) (1, 3, 5) =
= (-5, 2, 9) (+) (1, 3,5) = (-5+1, 2+3, 9+5) = (-4, 5,14) A5 = 9 

A (+) (B (+) C ) = (-2, 3, 8) (+) (-3+1, -1+3,1+5) =
= (-2, 3, 8) (+) (-2, 2, 6) = (-2-2,3+2, 8+6) = (-4, 5,14) A5 = 9

3.3. Resta de números imprecisos

Siendo:
A = (A-AA, A , A+AA) y 
B = (B-AB , B , B+AB)
dos números imprecisos, designaremos con (-) a la diferencia entre am­
bos. Por hipótesis diremos que A - B es el valor central del resultado. 
Luego, para obtener el límite a la izquierda, al valor más pequeño de A 
debemos restar el más alto de B, y para obtener el extremo derecho, al 
valor más alto de A, el más bajo de B.



De ello resulta:
A (-) B = (A-AA , A , A+AA) (-) (B-AB , B , B+AB) -  

= [A-AA-(B+AB), A-B , A+AA-(B-AB)] =
= (A-B-AA -AB , A-B , A-B+AA +AB) [3.5]

De donde se deduce que, al igual que en el caso de la suma, el error po­
sible es igual a la suma de los desvíos correspondientes a cada número 
impreciso.
Simbólicamente:

A(A-B) = AA+AB [3.6]

Veamos ahora un ejemplo.
Dados:
A = (-2,3,8) A3 = 5 y
B = (-3, -1,1) A-l = 2 
tendremos:
A (-) B = (-2, 3, 8) (-) (-3,-1,1) =

= [-2-1, 3-(-l), 8-(-3)] =
= (-3,4,11) con A4 = 7

3.3.1. Propiedades de la resta de números imprecisos

a) La resta  de un n ú m ero  im preciso  p or  s í  m ism o es d istin to  de cero  

Siendo:
A = (A-AA , A , A+AA)
A (-) A = (A-AA , A , A+AA) (-) (A-AA , A , A+AA) =
= [A-AA-(A+AA), A-A , A+AA-(A-AA)] =
= (A-A-AA-AA , A-A , A-A+AA+AA) =
= (0-2AA , 0 , 0+2AA) con AO = 2AA
Como observamos, el resultado es distinto de cero, es decir (0, 0, 0) y, 
además, la desviación A0 depende de la desviación AA.

b) E l com p lem en to  de un n úm ero im preciso

Ã = (0,0,0)  (-) (A-AA , A , A+AA) =
= [0-(A+AA), 0-A , O-(A-AA)] =
= (-A-AA , -A , -A+AA)

c) La sum a de un n ú m ero  im preciso  y  su  com plem ento  

A (+) Ã = (A-AA , A , A+AA) (+) (-A-AA , -A, -A+AA) =



= (A-A-AA-AA , A-A , A-A+AA+AA) =
-  (-2AA , O , 2AA)

donde vemos que la suma de un número impreciso y su complemento 
es igual a la resta de un número impreciso por sí mismo, siendo la mis­
ma distinta de cero.
A (+) Ã = A (-) A

d) V eam os algun os ejem p los

d.l) La resta de un número impreciso por sí mismo es distinto de cero 
A = (5, 7, 9) A7 = 2 
A (-) A = (5, 7, 9) (-) (5, 7, 9) =

= (5-9, 7-7, 9-5) =
= (-4, 0, 4) con A0 = 4

comprobamos, de esta manera, que:
A(A-A) = AA+AA -  2AA
en el ejemplo A0 es igual a 2A7, es decir 4

d.2) El complemento de un número impreciso 
A = (1, 2, 3) A2 = 1 
Ã= (0,0, 0) (-) (1, 2, 3) =

= (0-3, 0-2, 0-1) =
= (-3, -2,-1) con A-2 = 1

d.3) La suma de un número impreciso y su complemento 
Si seguimos el ejemplo anterior:
A(+) Ã= (1,2, 3) (+) (-3,-2,-1) =

= (1-3, 2-2, 3-1) =
= (-2,0,2) con A0 =2

observamos, nuevamente, que A0 es igual a 2A2, es decir, 2.

3.4. Multiplicación de números imprecisos

3.4.1. Multiplicación de números imprecisos en R+

El producto entre dos números imprecisos, dentro del conjunto de los 
reales positivos, se obtiene calculando el producto de cada magnitud 
por la que se corresponde con ésta en el otro factor.
Así, dados:
A = (A-AA , A , A+AA) y 
B = (B-AB , B , B+AB) 
su producto será:



A (.) B = (A-AA , A , A+AA) (.) (B-AB , B , B+AB) =
= [(A-AA)(B-AB), AB , (A+AA)(B+AB)] = 

resolviendo los productos obtenemos:
A (.) B = (AB-AAB-BAA+AAAB , AB , AB+AAB+BAA+AAAB) = 
que es lo mismo que escribir:

A (.) B = [AB-(AAB+BAA-AAAB), AB , AB+ (AAB+ BAA+AAAB)] =
[3.7]

donde observamos que las desviaciones a la derecha y a la izquierda 
han dejado de ser simétricas respecto del valor central AB, lo que nos 
permite considerar números imprecisos en los que el margen de error 
asociado hacia la derecha y hacia la izquierda sean distintos; igualmente, 
al comprobarse todas las propiedades analizadas en las operaciones 
precedentes, seguiremos llamando valor central estimado a AB, por co­
modidad.

Entonces, expresamos la desviación a la izquierda como:

Ay AB = AAB+BAA-AAAB [3.8]

mientras que:

Ad AB -  AAB+BAA+AAAB [3.9]

es la desviación a la derecha.
Simbólicamente, llamamos al número impreciso que puede tener un 
error asociado asimétrico como:

A = (A-AyA , A , A+AdA) [3.10]

donde tanto Ay como Ad deben ser iguales o mayores que cero. Si tanto 
Ay como Ad fueran 0, nos encontraríamos frente al caso particular en 
que el número impreciso es un número preciso o cierto.

Sumando dos números imprecisos asimétricos, obtendremos que: 
Ay(A+B) = AyA+AyB y que
Ad(A+B) = AdA+AdB

Veamos un ejemplo.
Dados:
A -  (2, 7,12) A7 = 5
B = (2,4, 6) A4 = 2



su producto será:
A (.) B = (2, 7,12) (,)(2,4, 6) =

= (2.2, 7.4,12.6) =
= (4, 28, 72) con Ay 28 = 24 y

con Ad 28 = 44
Podemos analizar los errores posibles del resultado, tal que: 
Ay A(.)B = AAB+BAA-AAAB =
Ay 28 = 7.2+4.5-5.2 = 14+20-10 = 24 
mientras que:
Ad A(.)B = AAB+BAA+AAAB =
Ad 28 = 7.2+4.5+5.2 = 14+20+10 = 44

3.4.2. Operaciones con números imprecisos asimétricos

Con la noción de que la desviación a la izquierda Ay y la desviación a la 
derecha Ad pueden ser diferentes. Se pueden realizar todas las opera­
ciones nuevamente:

Dados:
A = (A-AyA , A , A+AdA) con AyA >0 y AdA > 0
B = (B-AyB , B , B+AdB) con AyB >0 y AdB > 0

a) Su m a de n úm eros im precisos

A(+)B = (A+B-AyA-AyB , A+B, A+B+AdA+AdB)
con Ay (A+B) = AyA + AyB y
con Ad(A+B) = AdA + AdB

Veamos un ejemplo: 
A = (-2, 3, 5) con Ay3 = 5 y Ad3 = 2
B = (1,4, 9) con Ay4 = 3 y Ad4 = 5

A (+) B = (-2,3, 5) (+) (1,4,9) = (-2+1, 3+4, 5+9) =
= (-1,7,14) con Ay 7 = 8 y Ad7 = 7

b) R esta  de n úm eros im precisos

A(-)B = (A-B-AyA-AdB , A-B , A-B+AdA+AyB)
con Ay(A-B) = AyA + AdB y
con Ad(A-B) = AdA + AyB



Veamos un ejemplo: 
A = (-2, 3, 5)
B= (1,4, 9)

(-11,-1,4)

con Ay3 = 5 y Ad3 = 2
con Ay 4 = 3 y Ad4 = 5

-2-9, 3-4, 5-1) =
con Ay-1 = 10 y Ad-1 = 5

c) P rop iedades

c.l) La resta de un número impreciso asimétrico por sí mismo también 
es distinta de cero 
A (-) A *  (0 ,0 ,0 )

Siendo:
A -  (A-AyA , A , A+AdA)
A (-) A = (A-AyA, A , A+AdA) (-) (A-AyA , A , A+AdA) =

= [A-AyA-(A+AdA), A-A , A+AdA-(A-AyA)] =
= (0-AyA-AdA , 0 , 0+AdA+AyA)

con Ay(A-A) = AyA+AdA y
con Ad(A-A) = AdA+AyA

c.2) El complemento será:
A= (0, 0, 0) (-) (A-AyA, A, A+AdA) =

= [0-(A+AdA), 0-A, O-(A-AyA)] -  
= (-A-AdA, -A, -A+AyA)

con Ay-A = AdA y
con Ad-A = AyA

c.3) La suma de un número impreciso y su complemento 
A (+) Ã= (A-AyA , A , A+AdA) (+) (-A-AdA , -A , -A+AyA) = 

= (A-A-AyA-AdA , A-A , A-A+AyA+AdA) =
= (-AyA-AdA , 0 , AyA+AdA)

con AyO = -(AyA+AdA) 
con AdO = AdA+AyA

c.4) Analicemos un ejemplo
A = (-2, 3, 5)
entonces:
Ã= (0-5, 0-3, 0+2) = (-5, -3, 2)

y

con Ay3 = 5 y Ad3 = 2

con Ay-3 = 2 y Ad-3 = 5

luego:
A (+) Ã= (-2, 3, 5) (+) (-5, -3, 2) =



= (-2-5, 3-3, 5+2) = (-7, O, 7) con AyO = 7 y AdO = 7

3.4.3. Producto de números imprecisos en R

El producto de dos números imprecisos, dentro del conjunto de los reales, 
surge como un número impreciso cuyas magnitudes minima y máxima 
son el menor y el mayor resultado de los productos de cada extremo por 
los dos extremos del otro factor, respectivamente; y su valor central, como 
el producto cié los correspondientes a cada número impreciso.

Si:
A (,)B = ( A-AA , A , A+AA) (.) (B-AB , B , B+AB) =

Los extremos surgirán de las desviaciones siguientes:

AAB = [(A-AA)(B-AB),(A-AA)(B+AB),(A+AA)(B-AB),(A+AA)(B+AB)]
[3.11]

de donde surgirán:
el extremo inferior = k Min [keA(AB)] 
el extremo superior = k Max [keA(AB)] 
el valor central = AB

Si vemos el siguiente ejemplo: 
dados:
A = (-1, 3, 7) A3 = 4
B = (2, 7,12) A7 = 5
A(.)B = (-1,3, 7) (.) (2, 7,12) =
A(A.B) = [-1.2, -1.12, 7.2, 7.12] = [-2, -12,14, 84] 
el producto será:
A (.)B = (k Min, AB, k Max) = (-12, 21, 84) con Ay21= 33 y Ad21= 63

Si ambos números imprecisos tienen un desvío a la izquierda diferente 
del error posible a la derecha, operamos con la siguiente fórmula general 
y entonces, para los mínimos y máximos tendremos:

A(AB)=[(A-AyA)(B-AyB),(A-AyA)(B+AdB),(A+AdA)(B-AyB),(A+AdA)(B+ÁdB)]
[3.12]

de donde surgirán:
el extremo inferior = k Min [keA(AB)] 
el extremo superior = k Max [keA(AB)] 
el valor central = AB



Veamos esto en otro ejemplo:

Si tenemos:
A = (-2,3, 5) con Ay3 = 5 y Ad3 = 2
B = (-4, A , 8) con Ay-1 =3 y Ad-1 = 9

calculamos en primer lugar las desviaciones posibles:

A(AB) -  [-2 (-4),-2 (8), 5(-4) ,5.8]  = [8, -16, -20, 40]

de donde surgen: 
k Min = Min [8, -16, -20,40] = -20 
k Max = Max [8, -16, -20, 40] = 40

mientras tanto, obtenemos el valor central realizando el producto AB 
AB -  3(-l) = -3

finalmente, expresamos el resultado de la siguiente manera:
A QB = (k Min, AB, k Max) = (-20, -3, 40)

con Ay -3= 17 y Ad-3= 43

3.4.4. Propiedades de la multiplicación de números imprecisos

a) La multiplicación de números imprecisos tiene como neutro a:
A = (1,1,1) = 1

b) La multiplicación es conmutativa
A (.) B = B (.) A
Demostración:
A (.) B ={Min[(A-AyA)(B-AyB),(A-AyA)(B+AdB),(A+AdA)(B-AyB), (A+Ad 
A) (B+AdB)] , AB , Max[(A-AyA)(B-AyB),(A-AyA) (B+AdB), (A+AdA) (B- 
AyB), (A+AdA)(B+AdB)]}

B (.) A = ]Min[(B-AyB)(A-AyA), (B-AyB)(A+AdA), (B+AdB)(A-AyA), 
(B+AdB) (A+AdA)], AB, Max[(B-AyB) (A-AyA), (B-AyB) (A+AdA), (B+AdB) (A- 
AyA), (B+AdB)(A+AdA)]}

c) La multiplicación es distributiva con respecto a la suma de números 
imprecisos

(A (+) B ) (.) C = (A (.) C) (+) (B (.) C)



Demostración:
(A (+) B) (.) C =(A+B-AyA-AyB, A+B, A+B+AdA+AdB) (.) (C-AyC, C, C+AdC) = 
={Min[(A+B-AyA-AyB)(C-AyC),(A+B-AyA-AyB)(C+AdC), 
(A+B+AdA+AdB) (C-AyC), (A+B+AdA+AdB) (C+AdC)], (A+B) (.) C, Max 
[(A+B-AyA-AyB)(C-AyC), (A+B-AyA-AyB)(C+AdC),(A+B+AdA+AdB)(C- 
AyC),(A+B+AdA+AdB) (C+AdC)]}

(A (.) C) (+) (B (.) C) = [(A-AyA, A, A+AdA) (.) (C-AyC, C, C+AdC)] (+) 
[(B-AyB, B, B+AdB) (.) (C-AyC C, C+AdC)] =
-  {Min[(A-AyA)(C-AyC),(A-AyA)(C+AdC),(A+AdA)( C-AyC), (A+AdA) 
(C+AdC)], AC,Max[(A-AyA)(C-AyC),(A-AyA)(C+AdC),(A+AdA)(C-AyC), 
(A+AdA)(C+AdC)]} (+) {Min[(B-AyB)(C-AyC),(B-AyB)(C+AdC), (B+AdB) 
(C-AyC),(B+AdB)(C+AdC)], BC, Max[(B-AyB)(C-AyC),(B-AyB)(C+AdC), 
(B+AdB)(C-AyC),(B+AdB) (C+AdC)]} =

si sacamos como factor común (C-AyC) ó (C-AdC) en cada sumando, se­
gún corresponda, obtenemos:
={Min[(C-AyC)(A+B-AyA-AyB),(C+AdC)(A+B-AyA-AyB),(C-AyC) 
(A+B+AdA+AdB), (C+AdC)( A+B+AdA+AdB)], (A(.)C) (+) (B(.)C), Max 
[(C-AyC)(A+B-AyA-AyB), (C+AdC)(A+B-AyA-AyB), (C-AyC) (A+B+ 
AdA+AdB), (C+AdC)( A+B+AdA+AdB)]}

d) Ejemplos

d.l) Propiedad conmutativa 
Dados:
A = ( 2, 6,12) con Ay6 = 4 y Ad6 = 6
B = (-2,1, 6) con Ayl = 3 y Adl = 5
A (.) B = B (.) A 
A (.) B =
= ]Min[2(-2) , 2 . 6 , 12(-2), 12.6 ], 6 .1 ,  Max[2 (-2), 2 .6 ,1 2  (-2), 12.6]}= 
= {Min[-4,12, -24, 72], 6 , Max [-4,12, -24, 72]= (-24,6,72)

con Ay6 = 30 y Ad6 = 66
B (•) A -
={Min[(-2) 2 , (-2) 1 2 ,6 .2 ,6 .1 2 ] , 6 .1 ,  Max[(-2) 2, (-2) 12,6.2,6.12]} = 
= {Min[-4, -24,12, 72], 6 , Max [-4, -24,12, 72]= (-24,6,72)

con Ay6 = 30 y Ad6 = 66



d.2) Propiedad distributiva
A = (1, 3, 5) con Ay3 = 2 y Ad3 = 2
B = (1, 2, 4) con Ay2 = 1 y Ad2 = 2
C = (2, 3, 5) con Ay3 = 1 y Ad3 = 2
A (•) [B(+) C] = [A (.) B] (+) [A (.) C]
(1,3,5) (.) [(1, 2 ,4) (+) (2,3,5)] = [(1,3,5) (.) (1, 2,4)] (+) [(1,3,5) (.) (2,3,5)] 
(1, 2, 5) (.) (3, 5, 9) = (1,6 ,20) (+) (2, 9, 25)
(3,15,45) = (3,15, 45)

3.5. La inversa de un número impreciso

Dado el número impreciso:
A = ( A-AyA, A, A+AdA)
definimos al inverso de A como A p en R+, como sigue:

A + AdA’A'A-AyAl siendo A-AA >0 [3.13]

Ay(
' 11 AdA
vAl “ A(A + AdA) [3.14]

Adf 11 AyA 
( a J A(A-AyA)

[3.15]

Dentro de los números reales, la inversa no siempre se halla definida 
pues, si un número impreciso tiene como límite izquierdo un número < 
0 y como límite derecho un número > 0, al tomar la inversa de todos los 
números entre dichos límites se pasará por el número (0) cero, cuya in­
versa va desde - coa  + c o  por lo que no se puede obtener un número im­
preciso de la forma ( A-AA, A, A+AA).
Siendo:
A = (-1 ,3 ,7)
la inversa de 3 es 1 /3, la de -1 es -1 y la de 7 es 1 /7. Como se ve, al tomar 
la inversa desde -1 hasta 1/7, se pasa por el número 0 (cero); por lo que 
nos limitamos a considerar solo los números positivos

Propiedad
El producto de un número impreciso por su inverso es distinto de 1 
(uno).

A (•) A-' =
f A -A yA  A A + AdAl 
U  + AdÃ’Ã ’A-AyAP 1



la excepción es, por supuesto A = (A, A , A).

3.6. División de números imprecisos

Calculamos el cociente entre dos números imprecisos como el producto 
del primero por el inverso del segundo, entonces tenemos:
A (:) B = A (.) B

Siendo:
A (:) B = (A-AyA, A, A+AdA) (:) (B-AyB, B, B+AdB) -  siendo B-AyB > 0

1 1 1= (A-AyA, A, A+AdA) (.)
B + A dB ’B ’B -A yB

_  f A - AyA A A + AdA 
B + AdB ’ B ’ B - AyB

[3.16]

Por ejemplo: 
dados:
A =  (2 , 4 , 6)
B =  (2 , 7 , 12); 
será:

J_ 1 1
, Í 2 ’ 7 ’ 2 

Entonces:

A ( : ) B  =  (2 , 4 , 6) ( . ) A i Í W l . f 3

B =

3.7. El tránsito al cálculo de los errores.
Errores absolutos y relativos

El fundamento radica en que si AyA y AdA son suficientemente peque­
ños, entonces se desprecia el producto (AyA)(.)(AdA), lo que permite 
simplificar la fórmula de multiplicación.
Las fórmulas generales se simplifican.
A (.) B = (AB -BAyA -AAyB , AB , AB -BAdA -AAdB)
AyA , AdA < A AyB , AdB < B

También aparecen los "errores relativos" y ; entonces nos 

quedan:



Ay(AB) AyA AyB
AB ~ ~~A~ + ~B~

Ad(AB) AdA AdB
AB A + B
f A)

aA b J AyA AyB
a "'! a  + b  
bJ

Ad(  b )  Ad A AdB 

■ ( § )  '  *  '  ■



Capítulo 4

Intervalos de confianza

4.1. Concepto

Dados dos números reales: at y a2 , tales que ai < a2/ el intervalo 
de confianza cerrado es:

La información que se posee en relación a una magnitud "x" es 
que su valor es ai < x < a2, siendo A = [ a i, a2 ] un intervalo de con­
fianza relativo a la magnitud considerada.

4.2. Operaciones con intervalos de confianza

4.2.1. Igualdad entre dos intervalos de confianza

Se dice que un intervalo de confianza es igual a otro intervalo de 
confianza, sí y sólo si sus límites inferiores y superiores son iguales 
entre sí.

4.2.2. Suma de intervalos de confianza

Para todo valor ai , a2 , bi y b2 , pertenecientes a los reales, la su­
ma de los intervalos de confianza será igual a un nuevo intervalo

(ai = bi y a2 = b?) <=> ([ai, a2] = [bi, b2] ) [4.2]

Ejemplo:
A  = [4,7] 
B = [4,7]

4 = 4 y 7 = 7 A = B



de confianza, cuyo límite inferior será igual a la suma de los límites 
inferiores de los sumandos, y el límite superior será igual a la suma 
de los límites superiores de los sumandos.

V a1la2,b1,b2 e R
[4.3]

[ai-a2 ](+)[bi-b2] = [a1 + ^,3, +b2]

Ejemplo:
A = [-1,4]
B = [3,7]
A(+)B = [-1,4K+)[3,7] = [2,11]

P rop iedades de la  su m a

a) La suma es conmutativa:
A(+)B = B(+)A

[a1,a2](+)[b1,b2] = [b1,b2](+)[a1Ia2] 
[a1 + b1,a2 + b2] = [b1 + a v b2 + a2]

Ejemplo:
A(+)B = b (+)a  

[2,5](+)[l,6]=[l,6](+)[2,5]
[(2 + 1), (5+ 6)] =[(1 + 2), (6+ 5)]

[3.11]= [3,11]

b) La suma es asociativa:
(A(+)B)(+)C = A(+)(B(+)C)

{[a i> a:](+)[bi-b:]}(+)[c P C:] = [a ,> a:](+){[b„ b; ](+)[C|1 C,]} 

[a, +bl,a2+b: ](+)[cl,c : ] = [a l,a ; ](+)[bl +c,,b; +c: ]

[a, + b, + cp a : + b2 + c: ] = [a, + b, + c M a: + b: + c; ]

Ejemplo:
A = (2,5)
B = (1,6)
C = (3,7)



{[2,5](+)[l ,6]}(+)[3,7] = [2,5](+){[l ,6](+)[3,7]} 
[(2 + 1), (5 + 6)](+)[3,7] = [2,5](+)[(l + 3), (6 + 7)] 

[(3+ 3), (11+ 7)] = [(2 +4), (5+ 13)] 
[6,18] = [6,18]

c) El neutro de la suma es el cero 
A(+)0 = A
[ai,a2] + [0,0] = [a-|,a2]

[ai +0,37+0] = [ai,a2]
[ai,a2] = [ai,a2]

4.2.3. Resta de intervalos de confianza

En el caso de la resta, el intervalo de confianza diferencia tendrá 
como límites a los valores obtenidos luego de restar al inferior de A 
el superior de B y al superior de A el inferior de B.

V av a2¡b ,̂b2 e R

A (- )B  = [a1,a2X-Xb1.b2] = [a,- b2, a2- b,] [4.4]

Ejemplo:
A = [4,9]
B = [i ,5]
A(-)B = [4,9](-)[l ,5] = [4 - 5,9 -1] = [-1,8]

4.2.4. Complemento de A: (Ã)

Definiremos al complemento de A como A , donde 
Ã = 0 (-) A = [0,0] (-) [a,/a2] = [-a2,-a,]

Tal como demostraremos a continuación, la suma de un intervalo de 
confianza y su complemento es distinta de cero:
A (+)Ã *  0
A (+) Ã= [ai,a2] (+) [-a2,-ai]
= [ai -a2, a2- ai] a 0 excepto que A = [a,a] = a; es decir que A sea un real



Ejemplo:
A= [2,8] => Ã = [-8,-2]
=> A (+) Ã = [2,8] (+) [-8,-2] = [2-8, 8-2] = [-6,6] *  0

4.2.5. Multiplicación de intervalos de confianza

a) Reales positivos: R+
Dados dos intervalos A y B, el producto de ambos será igual a un nuevo 
intervalo cuyos límites inferior y superior se obtendrán multiplicando 
los límites inferiores y superiores de los intervalos factores entre sí, per­
teneciendo dichos límites al campo de los números reales positivos.

V a ,a , b , b e R H

A ()B  = [at,a | • )[bi ,b J  = [a • b(, a • b J  [4.5]

Ejemplo:
A = [2,4]
B = [3,6]
A( )B = [2,4]( )[3,6] - [2 ■ 3,4 • 6] = [6,24]

b) Reales: R
En este caso es preciso calcular el Min y el Max: el producto de dos in­
tervalos de confianza da como resultado otro, cuyos límites inferior y 
superior estarán dados por el Min y el Max de los productos de los ex­
tremos de cada uno de los intervalos factores entre sí.

V a ,a ,,b  ,b  ̂ e R 

A ( )B  = [a ,a ]()[b ,b ]

A( )B  = [Min(ai ■ b , a i ■ b , a • b , a • b ) Max(ai • bi , a • b ,, a ■ b , a „ ■ b )j [4.6]

Ejemplo:
A = [-2,5]
B = [1,3]
A ( )B = [Min(- 2 1,-2 3,5 1,5 3 )Max(-2 1,-2-3,5-1,5 3)] = 

1in(-2,-6,5,15),Max(-2,-6,5,15)] = [-6,15]



c) Propiedades
c.l) La multiplicación es conmutativa
A(-) B =  B(-) A

A( •) B =  [a,, a , ]()[b,. b ; ] =

= {Min[a, • b , , a , ■ b , , a ,  • b , , a 2 • b, )Max[a,  • b, .a,  • b 2 , a 2 • b , , a 2 ■ b,])  

B( •) A = [b,, b 2 ]()[a,. a : ] =

= {Min[b, • a, ,b, • a 2. b2- a, , b 2 • a 2 \  Max[b, • a, ,b, • a 2 , b 2 ■ a , , b2 • a2]}

Ejemplo:
A = [-2,3]
B = [-1/2]

A( )B = B( )A

A ()  B = [- 2,3](-)[— 1,2] =
= {M¡n[- 2 • (- 1)i-2 ■ 2,3 ■ (-1)3 • 2], Max[- 2 • (- 1),-2 ■ 2,3 ■ (-1)3 ■ 2]} = 
= [M¡n(2,-4,-3,6),Max(2,-4,-3,6)] = [-4,6]

B (.)A  = [-1,2]()[-2,3] =
= {Min[— 1 • (- 2)-1 -3,2 • (- 2)2 ■ 3], Max[-1 ■ (- 2)-1 ■ 3,2 • (-2)2 ■ 3]} = 
= [Min(2-3 -4,6)Max(2,-3,-4,6)] = [- 4,6]

c.2) La multiplicación es asociativa 
(A ( )B ) ( )C  = A () (B ( )C )
(A(.)B)(-)C = {[a1,a2]()[b1,b2]]()[c1c 2] =
= [Min(a1 b1,a1 b2,a2 b1,a2 b2),Max(a1 b1,a1 b2,a2 b1,a2 b2)]()[c1,c2] =
= {Min[Min(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2)-c1,Min(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2)-c2, 
M ax(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2)-c1,Max(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2) -c2], 
Max[Min(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2)-c1,Min(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2)-c2, 
Max(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2)-c1,Max(a1-b1,a1-b2,a2-b1,a2-b2)-c2]}

A(-)(B(-)C) = [a1,a2](-){[b1,b2](-)[c1lc2]} =
[a1,a2](-)[Min(b1 • cv b, ■ c2,b2 • c,, b2 • c2),Max(b, • p,b, • c2,b2 • p ,b 2 • c2)] =
= (Min[a1 •Min(b1 -c1sb, -c2,b2 -p.b;, •c2),a1 •Max(b1 -p.b, c2,b2 c.,,b2 -c2), 
a2 -Minlb, •c1,b1 -c2,b2 - c1t b2 -c2),a2 -M ax^ -p.b, -c2,b2 ■c1,b2 • c2)], 
Maxfo -MirXb, -c2,b2 -c,,b2 •c2),a1 M ax ^  -p.b, -c2,b2 •c1,b2 c2), 
a2 -Miníb, -p.b, ■ c2,b2 -c1tb2 -c2),a2 -Max^ -c1tb, *c2,b2 *c17b2 -c2)]}



Ejemplo:
A = [ -2,3]
B = [-l,2]
C = [3,5]

(A(-)B)(-)C = A(-)(B(-)C)
(A(-)BX-)C = {[—2,3](*)[—1.2]}(-)[3,5] = [Min(2,-4-3,6), Max(2,-4,-3,6)](.)[3,5] -

= [-4,6]()[3,5] = [Min(—12-20,18,30), Max(-12-20,18,30)] = [-20,30]

A(-)(B(-)C) = [—2,3](-){[—1,2](-)[3,5]} = [—2,3]()[Min(—3,—5,6,10), Max(-3,-5,6,10)] =
= [—2,3]()[—5,10] = [Min(10-20-15,30), Max(10,-20,-15,30)] = [-20,30]

c.3) El neutro de la multiplicación es 1 
El neutro es 1 = [1,1]
A(.)[l,l] =A
[a i,a2] (.)[!,1] = [ai,a2]
[a,,a2] = [a,,a2]

c.4) La multiplicación es distributiva para R+ 

(A(+)B)( -)C = (A(-)C)(+)(B(-)C)

(A(+)B) (-)C = {[a.^K+jKbo]} (■ )[€,,c2] = [a,+bi, a2+b2] (-)[ci,c2] = 
= [(ai+bi) -ci, (a2+b2)-c2]

(A(-)C)(+)(B(-)C) = {[a,,a2] Ofci^JK+jlfb,,^] (-)[ci,c2]} = [ai-ci,a2-c2](+)[brci,b2-c2]= 
=[ai-Ci + bi-ci, a2-c2 + b2-c2]=
=[(ai+bi)- C|, (a2+b2) • c2]

Ejemplo:
A = [2,5]
B = [1/6]
C = [3,7]

(A(+)B) (•) C = {[2,5] (+) [1,6]} (•) [3,7] = [2+1, 5+6] (•) [3,7] = [3-3,11-7] = [9,77] 
(A(-)C) (+) (B(-)C) = {[2,5] (•) [3,7]} (+) {[1,6] (•) [3,7]} = [6,35] (+) [3,42] = [9,77]

4.2.6. Inversa de un intervalo de confianza

La inversa de un intervalo de confianza A se escribe A1 y en R+se calcu­
la como se indica a continuación, 
siendo: A = [ai,a2], su inversa será igual a:



A-1 =
3 o 3 4

donde ai, a? > 0 
Ejemplo:
A = [2 ,8 ]

A -  d i d  8 2
de manera más general, en R:

[4.7]

donde ai y a? ^ 0,
1

debido a que la inversa de 0 es — = ± co obteniéndose un resultado de n 0
la forma ( - 0 0 , 0 0 ) es decir un intervalo abierto a la izquierda y a la de­
recha.
Se observa que:
A (•) A'1 ^ 1, excepto si A = [a, a] = a; es decir que sea un real

Ejemplo:
Dado A = [-3, -2] su inversa será:

A(-)A-' [-3,-2](.)
- 2 ’-3

4.2.7. División de intervalos de confianza

Para efectuar la división entre dos intervalos de confianza se debe pro­
ceder primero a calcular la inversa del divisor, para luego multiplicar 
dicha magnitud por el dividendo. Es decir: A (:) B = A (•) B-1



En R+ tendremos

[ai, a2] (:) [bi,b2] = [ai, a2] (•) ’ i r A
W b2 ’ b1 _

Ejemplo: 
A =[2,5] 
B = [1/6]
A (:) B = A (•) B-' = [2,5] (•)

[4 .9 ]

En R tendremos

A(:) B = A( )ET1 = a,, a

.[4.10]

Max a, • Min'ir: a, ■ Min
1

bT
1

b La, - Max
]
bT

Ejemplo: 
A = [-2,3] 
B = [-1,2]

A ()B "1 = [— 2 ,3](-) 1 1
-1 2Min — Max —1 1

-1  2

= [-2 ,3] [ - 1 . 1 ] = Í m í h - 2 - ( - 1) , - 2 ~ . 3 - ( - 1) , 3 -- l , M a x
2 1 L 2 2

_2 (-1 ),-2 ~ ,3  ■ (-1 ),3~

Min| 2 .-1 -3 ,|j,Max| 2 -1 -3 , - 3 , 2

Hemos dicho que A (■) A'1 a 1, entonces ¿es correcto considerar la igual­
dad expresada anteriormente? A (:) B = A (■) B_l

Veamos un ejemplo: 
Siendo:

A = [-2, 4] => A 1 = 1 1
- 2  4

Min — ,- L M a x  —
1 1
2 4



A(-)A 1 = [—2,4](0 

= A(-)A 1 = [—2,1]

' 1 f - ÍmíiiD 2 .C L ._ 2 U ,4 ~ G .il MaxD A - 2 C 4 U 4 C I_“2 ’4_ l L -2 4 -2 4J -2 4 -2 4

A(:)A = |Min -2 : (-2),-2 : 4,4 : (-2),4 : 4 

= A(:)A = [-2,1]

Max -2 : (-2),-2 : 4,4 : (-2),4 : 4

Generalizando:

A = [a1ta2] u> A -1 = Mini — ,—  ,Maxf —  ,—
a, a2) vâ  a

A(-)A_1 = Min a1 Mini — ],a1 Maxi— , — j,a2 - Mini— , — j.a2, Maxi— ,—
a1 a2J  Ka, a2J  a2)  la , a2

Max| a1 Min| — ,— la , Maxi — , —  |,a2 Mini — ,— | a 2,Max( —
a1 a2J U 1 a2; Va1 a2) \a, a.

Si — es mínimo, entonces— es máximo, o si — es máximo, entonces — 
a1 a2 a, a2

será mínimo.
Tomemos, por ejemplo, que — es mínimo, entonces tendremos

3i

A ()A - 1 = Minia.,-— .a^— ,a2-— ,a2-— l.Maxfa^— .a.,-— ,a2-— ,a2- —l ai a2 ai a2 J l ai a2 ai a2
Si ahora tomamos que — es mínimo, entonces tendremos 

a2
A(:)A = [Min (ai: ai, ai: ao, a2 : ai, a2 : fo), Max (ai: ai, ai: a2, a2 : ai, a2 : â )]

siendo entonces correcta la igualdad: 
A (:) A = A (•) A-'

4.2.8. Multiplicación y División por un número real

Dado un número k perteneciente al campo de los reales, el producto de 
dicho número por un intervalo de confianza será igual a un nuevo in­
tervalo de confianza cuyo límite inferior estará dado por el menor de los 
resultados de multiplicar k por cada uno de los extremos del intervalo 
dado y el límite superior será igual al mayor de dichos resultados.



Dado ke R,  A = [ai, a2]

k (•) A = k (•) [ai, a2] = [Min (k ■ a¡, k  • a2), Max (k ■ a¡, k ■ a2) ] [4.11]

Ejemplo: 
k = 4
A = [ -2, 5]

k (■) A = 4 (•) [ -2, 5] = [Min (4 • (-2), 4 • 5), Max (4 ■ (-2), 4 • 5) = [-8 ,20]

En el caso de la división, en lugar de trabajar con k, se procede a calcular 
la inversa del número k y se opera como en el caso de la multiplicación, 
teniendo en cuenta que k ̂  0

Dado k e R y k ^ O ,  A = [ai, a2]

A(:)k = A(.)^ = [a1ia2](.)^ = Mini — , — 1 Maxf — , —
U  k J U  k

Ejemplo: 
k = 9
A = [-7,3]

A(:)k = A ( ) jl  = [-7,3 ](.)i = Mini— W ^ . i f = ‘ -7 3"
K 9 9) \9  9 ^ „ 9 ’ 9_

4.2.9. Comparación entre intervalos de confianza

Dado que los intervalos de confianza A y B están incluidos en los reales 
no forman, como los números reales R, un orden total, sino un orden 
parcial, así los intervalos [ -3, 4] y [ -2, 3], por ejemplo, no pueden ser 
comparados. Para poder hacerlo es preciso primero, pasar de un orden 
parcial a uno total, para lo que debemos establecer criterios.

a) Primer criterio: consiste en calcular la suma de las abscisas de los ex­
tremos o bien la abscisa de la posición media (k lambda), es decir el 
promedio de los extremos.

1, ■ ([., .;]) = 

-V Í" , ">]) =

ü \ + ü 2 

2
b¡ + b1

i

. «, + a2 b{ + b
Sl — > — - ~ => Ái >2/;



Decimos entonces, que el intervalo de confianza A es mayor que el in­
tervalo de confianza B.

Ejemplo: 
A = [3,9] 
B = [5,6]

Ã, = ([.v>]) 

ÁB =([5í'])

3 + 9 
2

5 + 6 
2

=  6 

= 5.5
6 > 5.5 => À . > À,

Pero si los intervalos de confianza comparados fueran iguales, por 
ejemplo:
A = [6,8]
B -  [4,10] 
entonces:

6 + 8

A =
2

4 + 10

= 7

= 7

Dado que Xa =  Xb, es preciso adoptar otro criterio.

b) Segundo criterio: consiste en realizar una comparación entre los ex­
tremos inferiores de cada intervalo o entre los límites superiores de cada 
uno de ellos.

Así:
Si ai > bi A > B, siendo ai+a? = bi+b ,̂ o 
Si ã 2 > bo => A > B, siendo a¡+ao = b|+b2

Adoptando este criterio:

6 > 4, es decir ai > bi .'. A sería mayor que B, o bien 
8 < 10, es decir a? < b2 .'. A sería menor que B

La arbitrariedad requiere elegir un criterio y mantenerlo de manera uni­
forme al realizar otras comparaciones.

Finalmente, si ai > bi y ao > b i  tenemos que A > B



4.2.10. Máximos y mínimos

Podemos definir un máximo y un mínimo. Utilizaremos la siguiente 
simbología:

a = mínimo de dos reales 
v = máximo de dos reales

A(a )B = [av a2](A)[b1, b2] = [a, a fi, a2 a b2]

A (v)B  = [a,, a ^ v ) ^ ,  b2] = [a, v fi, a2 v b2]

El intervalo de confianza mínimo tendrá como extremo inferior al mí­
nimo de los límites inferiores, y como extremo superior al mínimo de los 
extremos superiores. El límite inferior del intervalo de confianza máxi­
mo estará dado por el máximo de los límites inferiores y el límite supe­
rior del intervalo de confianza máximo, por el máximo de los límites su­
periores.

Ejemplo:
A = [-2,4]
B = [-42]

A(a )B = [-2a (-1),4 a 2] = [-2,2] 
A (v)B  = [-2 v  (—1),4 a 2] = [-1,4]

Propiedades de máximos y mínimos
a) Las operaciones A(a )B y A (v)B  son conmutativas:

A(a )B = B(a )A
[a1,a2]A[b1,b2] = [b1,b2]A[a1,a2]
[a, a b ,̂a2 a b2] = [b1 a a,,b2 a 32]

Lo mismo para:
A(v)B  = B(v)A

[a1,a2]v [b 1,b2] = [b1,b2] v [ a 1,a2]

[a1 v b 1,a2v b 2] = [b1 v a „ b 2 v a 2]

Ejemplo: 
A = [ -2, 3] 
B =[-l, 2]



A(a )B = B(a )A
[-2 a  -1,3 a  2] = [-1 a  “ 2,2 a  3]

[-2,2] = [-2,2]

b) Las operaciones A(a )B y A(v)B son asociativas:

(A(a )B)(a )C = A(a )(B(a )C)
[a1 a  b ,, a2 a  b 2] ( A ) [ c 1, c2] = [a,, a 2] (A )[b 1 a  c„ b 2 a  c2]
[a, a  b1 a  c1? a2 a  b2 a  c2 j = |̂ a1 a  b1 a  c ,̂ a2 a  b2 a  c2j

Lo mismo ocurre con:
(A(v)B)(v)C = A(v)(B(v)C)

[a1 v bv a2 v b2 ](v)[c1, c2] = [a,, a2 ](v)[b1 v c,, b2 v c2]
[a1 vb, v c 1, a2 v b2 v c2] = [a1 v b, v c.,, a2 v b2 v c2]

Ejemplo:
A = [ -2, 3]
B = [-1,2]
C = [3,5]

{[- 2 ,3] ( a ) [ -  1 ,2 ] }{a )[3 ,5 ] = [- 2 ,3] ( a ) { [ -  1 ,2](a )[3 ,õ ]}

[ -  2 a  - 1,3 a  2] ( a )[3 ,5] =  j -  2 ,3] ( a ) [ -  1 a  3,2 a  5]

[ - 2 ,2](a )[3 ,5] = [ - 2 ,3](a ) [ - 1 ,2]

[-2  a  3,2 a  5] =  [ -  2 a  - 1,3 a  2]

[-2,2] = [-2,2]

c) Las operaciones A(a )B y A(v)B son distributivas con respecto a la 

suma:
(A(a )B)(+)C = (A(+)C)(a )(B(+)C)

[a1 Ab1,a2 Ab2 ](+)[c1,c2] = [a1 + c v a 2 +c 2 ](A)[b1 +c1,b2 +c2]

[ (a -| A b 1) +  c.|,(a2 Ab2) +  c2 ] - [ (a 1 +  c1 j  a  (b1 +  c^ ja j  +  c2) a  (b2 +  c2)| 

[(ai +c1)A(b1 +c1),(a2 +c2 )A(b2 +c2)] = [(a1 +c1)A(b1 +c1),(a2 + c2 )A(b2 +c2)]

Lo mismo ocurre con:



(A(v)B)(+)C = (A(+)C)(v)(B(+)C)
[a, v b1ta2 v b2](+)[c.,, c2] = [a., + c,, a2 + c2](v)[b1 + c1: b2 + c2]

[(a, v b,) + cv (a2 v  b2) + c2] = [(a, + c,) v(b, + c,),(a2 + c2) v  (b2 + c2)] 

[(a, + c j  v (b, + c,), (a2 + c2) v  (b2 + c2)] = [(a, + q ) v  (b, + c,), (a2 + c2) v (b2 + c2)]

Ejemplo:
A = [ -2, 3]
B = [ -1, 2]
C = [3, 5]

[-2 A -1,3 A 2](+)[3,5] = [-2 + 3,3 + 5](a)[-1 + 3,2 + 5] 

[-2,2](+)[3,5] = [1,8](a)[2,7]
[-2 + 3,2 + 5] = [1 a 2,8 a 7]

[17] =[1,7]

d) Las operaciones A(a)B y  A(v)B son distributivas con respecto a la 
multiplicación en R+:

(A(a )B )()C  = (A(.)C)(a )(B ()C )
[a i A bv a2 A b2]( )[c1, c2] = [a, • c1f a2 • c2](A)[b1 • c1f b2 • c2]

[(ai a b j  • c1f (a2 a b2) • c2] = [(a, ■ c,) a (b, • c j, (a2 • c2) a  (b2 • c2)]

[(ai ■ c,) a (b, ■ c j, (a2 ■ c2) a (b2 • c2)] = [(a, • c,) a (b, • q), (a2 ■ c2) a (b2 ■ c2)]

Lo mismo ocurre con:
(A (v )B )()C  = (A(-)C)(v)(B(-)C)

[ai v a2 v b2]( )[c1, c2 j — [a1 ■ c.,, a2 • c2 j(v)|^b1 • b2 c2]

[(ai v  b,) • o,, (a2 v b2) ■ c2] = [(a, • cn) v(b, • q), (a2 ■ c2) v (b 2 • c2)]

[(ai • q )  v (b, • c j, (a2 • c2) v (b2 • c2)] - [(a1 • c,) v(b, • c j, (a2 • c2) v (b 2 • c2)]

Ejemplo:
A = [2,3] 
B = [1/4] 
C -  [3,5]

[2 A 1,3 A 4]( )[3,5] = [2 • 3,3 • 5](a)[1 ■ 3,4 • 5] 

[1.3]()[3,5] = [6,1 5](a )[3,20]
[1-3,3 5] = [6 a 3,15 a 20]

[3,15] = [3,15]



4.3. Intervalos de confianza definidos en Z 
(enteros relativos)

En Z, se definirá un intervalo de confianza por todos los enteros 
que existan entre su valor bajo y su valor alto. Así:

A = [ -2, 31 = {-2, -1, 0,1, 2, 3}

Las operaciones definidas en R también están definidas en Z. No se tie­
nen problemas para las operaciones, (+), (-), (a ) y (v), en cambio para la 
operación (-)es necesario precisar que el resultado de la multiplicación 
comprenderá todos los enteros existentes en el intervalo de confianza 
formado por el producto y no sólo los que surjan entre sus productos.

Ejemplo:
A = [ -2, 3]
B = [-1,2]

A (•) B = [ - 2, 3] (•) [ -1, 2]
={Min [ -2 •( -l),-2 • 2,3 •( -1),3 -2], Max [ -2 •( -l),-2 • 2,3 •( -1),3 -2]}
= [Min (2, -4, -3, 6), Max (2, -4, -3, 6)]
= 1-4, 6]
= {-4, -3, -2,-1, 0,1,2, 3,4, 5,6}

En cuanto a la (:) división, la descartamos porque hace que el resultado 
se sitúe en R, es decir no constituye una operación cerrada en Z.





Capítulo 5

La teoría de los subconjuntos borrosos

5.1. Introducción

Antes de abordar el tema, haremos un breve repaso de la teoría 
de conjuntos ordinarios, para luego verificar que ésta no es sino un 
caso particular de la teoría de subconjuntos borrosos.

Si tenemos un conjunto referencial E y sabemos que A es un sub­
conjunto de E, podemos decir que:

Ac E

Usualmente, utilizamos el símbolo e para indicar que un elemento x de 
E pertenece al subconjunto A y para señalar lo contrario. Ahora bien, 
para indicar esta membresía, se puede utilizar también el concepto de 
función característica de pertenencia fj, (x), cuyo valor indica si x perte­
nece o no a A, entonces tendremos:
|IA(x) = 1 si x e A, y
|IA(x) = 0 si x £ A [5.1]
Dados:
E = {a,b,c,d,e,f}
A = {a, c, e)
Obtenemos:
A _ [ a  b c d e f }

“ IT’ó’T'ó’T’oJ
decimos entonces que, para los subconjuntos ordinarios, la función ca­
racterística puede adoptar solamente los valores 0 y 1, es decir:
Ma(x) = M



Por otra parte, llamaremos subconjunto borroso a aquel en el que los 
elementos que lo componen pertenecen en cierto grado a él, dentro de 
un conjunto referencial E, que nunca es borroso. Como observamos, en 
este caso, la función característica puede adoptar valores entre 0 y 1, es 
decir:
p aw = [M
Por lo tanto, dado un conjunto referencial E, cuyos elementos son:

E = {a, b, c, d, e, f}

decimos que el subconjunto borroso llamado A, tiene una función carac­
terística de pertenencia jn (x) , cuya graduación es una apreciación sub­

jetiva que nos indica que los elementos x de E pueden:

• p erten ecer p len am en te  a A ,cu an d o  jha(x) = 1 ,

• p erten ecer fu ertem en te  a A, cu an d o  JdA(x) está entre  0,6 y 0,9,

• pertenecer medianamente a A, cuando jdA(x) está entre 0,4 y 0,6,

• pertenecer moderadamente a A, cuando JdA(x) está entre 0,1 y 0,4, o

• no pertenecer a A, cuando JdA(x) = 0 

Como vemos,
PA(x) = a e  [0,1] [4.2]

Podemos representar un subconjunto borroso de dos maneras:
a)

0
n

n
0 o ;l__o

U __
■ ”l 2 1 0 , )

.4\_
.8

__3— 0
0 o o 0 0 1

Figura 1: subconjunto borroso A



Figura 2: subconjunto borroso A

esta última, es la forma más general de representarlo y se efectúa a tra­
vés de su función característica cié pertenencia.
Dado el conjunto referencial E, antes definido.
Si:

X a b c d e f

1 1 1 1 1 1

decimos que:

X a b c d e f

a » 0,2 1 0,8 0,5 0 0,2

y podemos escribir el subconjunto borroso como:
^ _ [ a b c d e f j 
- “ 1 0 2 ’T ’0 8 ’0 5 ’0 ’0 2 j

En caso de trabajar con números enteros naturales (Z), podemos repre­
sentarlo cié la siguiente manera:

a b c d e f
1 1
0,9 1
0,8 1 1
0,7 1 1
0,6 1 1
0,5 1 1 1
0,4 1 1 1
0,3 1 1 1
0,2 1 1 1 1 1
0,1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1



Un intervalo de confianza es un caso especial de subconjunto borroso, es 
decir, un subconjunto ordinario donde:

Verificamos de esta manera que todo subconjunto ordinario es un caso 
particular de subconjunto borroso donde todos sus elementos tienen un 
grado de pertenencia igual a uno.

5.4. Subconjunto ordinario de nivel a

Llamaremos subconjunto ordinario de nivel a a aquel grupo de elemen­
tos x g A cuya función característica JdA(x) sea mayor o igual al valor de

a determinado.

si calculamos el subconjunto ordinario de nivela = 0,8, obtendremos:

mientras que, para el nivel a = 0,5:
A (l5 = (b, c, d)
y para el nivel a = 0,2:
A ()2 = {a,b,c,d,f}

de lo que deducimos que los subconjuntos de niveles mayores dea es­
tán incluidos en los de niveles menores:
A!l8 c Ai)S c A,i2

¡lI a (x) =  1 si x e [a, b]

|4,a(x) =  0 si x  g [a, b]

[5.3]

En el subconjunto borroso:
A _ [ a b _c___ d_ e _ f_
- “ 10Z’T’0 8 ’0y5’0 ’02



5.5. Clasificación de los subconjuntos borrosos

5.5.1. Subconjunto borroso normal

Un subconjunto borroso es normal cuando al menos un punto x de la 
función característica de pertenencia ]dA(x) es igual a 1.

F igura 3: subconjunto borroso normal

5.5.2. Subconjunto borroso no normal

Donde jlx (x) < 1 para todos los valores de x

Figura 4: subconjunto borroso no normal

5.5.3. Subconjunto borroso convexo
M '') i

Figura 5: subconjunto borroso convexo



Un subconjunto borroso será convexo cuando, para cada nivela, exista 
uno y solo un intervalo A„.

5.5.4. Subconjunto borroso no convexo

Podemos observar que, en éste caso, para determinados valores dea, 
existe más de un intervalo A„.
En resumen, decimos que A es un subconjunto borroso del referencial E, 

donde (j, (x) es el grado o nivel de pertenencia de cada uno de sus ele­

mentos.

5.6. Operaciones con subconjuntos borrosos

Todas las operaciones con subconjuntos borrosos quedarán definidas 
para todo x e E .

Figura 6: subconjunto borroso no convexo

Figura 7: subconjunto borroso A



5.6.1. Igualdad de subconjuntos borrosos

Habrá igualdad de dos subconjuntos borrosos cuando sus funciones ca­
racterísticas sean iguales o, dicho de otra manera, cuando a cada nivel 
de a corresponda el mismo intervalo de confianza para ambos.

A=B=>Ha(x) = Hb(x) [5.4]

5.6.2. Intersección de subconjuntos borrosos

= I5-5!

Figura 8: intersección de subconjuntos borrosos

La intersección de dos (o más) subconjuntos borrosos se forma con el 
mínimo |U (x), que corresponda a cada elemento x común a ambos sub­
conjuntos borrosos, para así obtener el subconjunto borroso más grande 
contenido, a la vez, en A y en B.

5.6.3. Unión o reunión de subconjuntos borrosos

(aUb) ^ ! 4aUB = |IA(x) V pB(x) [5.6]

Figura 9: unión de subconjuntos borrosos 
69



La unión de dos (o más) subconjuntos borrosos se forma con el máximo 
|lX  ( x ) ,  que corresponda a cada elemento x que, al menos, pertenezca a
uno de dichos subconjuntos borrosos. De esta manera obtenemos el sub­
conjunto borroso más pequeño que contiene tanto a A como a B.

5.6.4. Complemento

PA(x)= 1 - pA(x) [5.7]

El complemento de un subconjunto borroso (Ã), es aquel que, para cada 
elemento x, de un subconjunto borroso, invierte su grado de pertenen­
cia, o sea que, cada valor de (j, (x), es igual a la diferencia entre 1 y

|lI a ( x ) .  Por lo tanto, los subconjuntos borrosos A y B serán complemen­

tarios si se cumple [5.7], es decir:
i y x>=i-nAw
o sea que 
B = Ã

Figura 10: complemento de un subconjunto borroso

5.6.5. Traslación

Se genera la traslación de un subconjunto borroso cuando, a cada uno de 
sus elementos x, se le suma un valor X perteneciente a los números re­
ales; entonces:
si X >  0 hay traslación a la derecha, y 
si X <  0 hay traslación a la izquierda

PB(x) = |J,A(x + X) , VleR [5.8]



Figura 11: traslación de un subconjunto borroso

5.6.6. Normalización

Si partimos de un subconjunto borroso no normal, al dividir cada valor 
de su función característica por el valor máximo de la misma, logramos 
que al menos un elemento x, tenga un grado de pertenencia igual a uno, 
es decir que lo convertimos en un subconjunto borroso normal.

HBW Maxnjx)
[5.9]

Figura 12: normalización de un subconjunto borroso

5.6.7. Compresión

Al calcular la potencia k para todos los valores de la función característi­
ca de pertenencia de un subconjunto borroso, si k es mayor que uno, lo­
gramos que todos los extremos de los intervalos asociados a cada nivel 
de a se acerquen a su valor central.

M a ( x ) K>1 [5.10]



Figura 13: compresión de un subconjunto borroso

5.6.8. Dilatación

En este caso, al estar k comprendido entre cero y uno, los límites de los 
intervalos de confianza, para cada nivel de a, se alejan de su valor cen­
tral.

AAl ' = 0 < k < l [5.11]

U ' ■' í

Figura 14: dilatación de un subconjunto borroso

5.6.9. Inclusión

Un subconjunto borroso está incluido en otro cuando, para cada elemen­
to x del primero de ellos, la función característica sea menor o igual a la 
del otro.
B c A  si Vx e E :

|aB(x)< ]HA(x) [5.12]



Figura 15: inclusión de números borrosos

5.6.10. Caso especial. Subconjuntos ordinarios

Estas operaciones son aplicables a los subconjuntos ordinarios pues, 
como dijimos anteriormente, éstos son casos especiales de subconjuntos 
borrosos. A título de ejemplo, desarrollamos el complemento, la unión y 
la intersección de subconjuntos ordinarios.

Dados:
E = {a, b, c, d, e, f}
A = {a, c, e}
^  í a b c d e f j

“ IT’o’T’o’T’oj
a) Complemento, aplicando [5.7]
Ã = {b,d,f}
^  _ ja  b c d e f |

[O'T’O'T’O’ij
y su función de pertenencia

Considerando otro subconjunto:
B = {a,b,c}
B _ [a b c d e f |

[T’T’T’o’o’oj
entonces:
b) Intersección, aplicando [5.5]
A flB  = {a,c}



c) Unión, aplicando [5.6]
A U B  = {a,b,c,e}

A U B  = [ a b c d e f l
17’7 ’T ’õ ’T ’õ j

U  (x) = Max M (x ),u  (X)

5.6.11. Ejemplos

Dados:
E = (a, b, c, d, e, f} V ^ x)e[o,l]

A = {0,2;1 ;0,8;0,5;0;0,2) B = {0,5;0,2; 0¡0,3;0,9; 0,6}

C = {0,2;1;0,9;0,8;0;0,3}

Entonces:
a) Complemento
Ã = {0,8;0;0,2;0,5;1;0,8}

b) Intersección
A R B  = {0,2;0,2;0;0,3;0;0,2}

c) Unión
A U B  = {0,5;1;0,8;0,5;0,9;0,6}

d) Inclusión
A c C  , es decir que:
A , <C„

5.7. Propiedades de los subconjuntos borrosos

a) Propiedad conmutativa 
A flB  = Bf| A

A U B  = B U A

b) Propiedad asociativa
(AnB)nc = An(Bnc)

[ a u b ) u c  = a u ( b u c J

c) Propiedad distributiva
cn(AUBj = (cnA)u(Bnc)



CUÍAflB) =(cUA)n(BUc)
d) Idempotencia 
A R A  = A

AU  A = A

e) Tanibién se observa que:
A R 0  = 0
A U 0  = A

donde 0 es un subconjunto ordinario y |J,(x) = 0, V x e E

y
A f|E  = A 

A U E  = E

f) Involución 
Ã = A

g) Teoremas de De Morgan 
ÃHB = ÃIJB
A U B  = Ã flB

Hasta aquí comprobamos que los subconjuntos borrosos poseen las 
mismas propiedades relativas a los subconjuntos ordinarios. Sin embar­
go, el complemento de un subconjunto borroso ya definido, se calcula 
de una manera distinta a la de un subconjunto ordinario, y es por ello 
que:
h) A fl A 0  y

A U Ã  *  E

5.8. Ejemplos

E = (a, e, i, o, u} ju. = [o,l]

Se observa que: 
a) Inclusión:
A 3  C



BflC =
.O/V 0,25/10,50/10,30/1.0,10.

c) Unión

J r a
B U ?  [1 0 ,9 0 / l0 ,7 0 A 0 ,5 0 A  0,75/1 1 
d) Complemento

Ã = 0,80/ VO,60/ V 0,40/ V 0 .2 0 /  VO

e) Propiedades: 
VA,B,CcE

e.l) Propiedad conmutativa 

BUC = CUB = " 3  ®0,90/v0,70/v0,50/v0,75/v 1

o
BHC CRB |[0j ’[ 0i25;\o,50/^0,30/',0,10^JJÜ1

e.2) Propiedad asociativa
(aub) uc = au(buc)

0,90/1 0 ,70/10,60V/0,8oJ’l J ( U C  A U |lo,9oJ’io,7oJ’lo ,5o j’io ,7 5 j’l  1

0,90/v0,70/v0,60/v0,80/v P

^AnB)nc = An(Bnc)

((o,2oJ’lo,4oJ’lo,5oJ’lo,3oJ’lo,1oJin? An(loJ/o,25/l.O,5oHo,30/lo,10

í ] | U Í _ L ) W Í J L
.o /v 0,25/V0,50/v0,30/V 0,10



e.3) Propiedad distributiva
Au(Bnc) =(AUB)n(AUc)

An(BUc)=(ADB)u(Anc)

ah
0,90/ V0,70./’ v0,50/ V0,75/ V 1

fe)-(õ5 õ)(ãb).
o

oño . 0 ,5 0 X 0 ,7 5 X 1 ) }

llás)'(ifeMís) (¿Kill •
e.4) Teoremas de De Morgan 
• A R B  = ÃUB

—  í— ) í—  —  ] —
0,80/V 0,60/ v0,50/V 0,70/v 0,90

• AU B = Af)B



5.9.1. Distancia de Hamming

Dados los subconjuntos borrosos:
A , B y C

y un conjunto E finito, con n elementos, es decir, siendo n cardinal de E.

Debiéndose cumplir, además, los siguientes requisitos:
• no negatividad: c|(a,bJ > 0

• simetría: cí̂ A.b] = ĉ B.a)

• transitividad: d(A, c) < d[A, b) + d̂ B, c]

a) Distancia absoluta

d(A,Bj = Z  

0 £ d|A, B|< n 
b) Distancia relativa

8 A,B =
d A,B

o -< ¿>(A, b )< 1
c) Veamos un ejemplo

A =

B =

J
{v 0,20/A 0,40/10,60

o,9o;\o,7orvo,5o

o
Ct80
o

0,30

u
d

u
õTTõ

x, eE [5.13]

[5.14]

La distancia de Eíamming absoluta será:
d(A,B) = |0,20 - 0,90] +10,40 - 0,70| +10,60 - 0,50| +10,80 - 0,30| +11 - 0,10| =

= 0,70 + 0,30 + 0,10 + 0,50 + 0,90 = 2,50 
y la distancia relativa será:
< A , B ) = ^  = 0,50~ ~ O



Dados dos subconjuntos borrosos:
AyB
y un conjunto E finito, con n elementos, es decir, siendo n cardinal de E.

a) Distancia absoluta

4
0 < <?(a , b|< Vñ 

b) Distancia relativa

dA. rjj- E B)
Vñ

0  < E < 1

x¡e E [5.15]

[5.16]

5.10. índice de borrosidad o entropía no probabilística

El índice de borrosidad mide el grado de variación de los elementos de 
un subconjunto borroso determinado respecto a un subconjunto borroso 
más cercano.
Es necesario partir del concepto de distancia entre dos subconjuntos bo­
rrosos, luego es necesario definir el subconjunto ordinario más próximo 
a A , al que llamaremos A
PA(x) = 0 si ^ a(x)<0,50

P a ( x ) = 1 si ^£/a ( x ) >  0,50 [5.17]

Lo que se realiza es redondear hacia arriba o hacia abajo el nivel de per­
tenencia de cada valor de x.

Por ejemplo: 
Dado:

íí a l f bl M í d ) ( e ) ( f y
{ 1 0 ,2 0 X 1 / lo,80/ vo.õorloAo^O/1

obtenemos:
a) ( b) f f f

, aplicando [5.17]



Gráficamente, en caso de trabajar con una función característica conti­
nua, será:

G*..

Figura 16: subconjunto ordinario más próximo a A

En base a lo anterior, partiendo de la distancia de Hamming, definimos 
el índice de borrosidad como:

[5.18]II ' ~ " '
siendo n cardinal de E;
mientras que, partiendo de la distancia euclidea, será:

,(a) = -L ( a.a) [5.19]
V n ~

siendo n cardinal de E.
Veamos un ejemplo:
Dado:

A =

será: 

A =

í (  a 1 í bl l
'  c •] f  d '

l l o ^ o J ’1 ^0,80.H O , 50y

l.

! í a l í b l í c l í dl í ' « o r n
l l o J ’l l j T í J T oJ a o

j

o|

v( a) =  |(|0,20 -  0| + 11 -  1| + 10,80 - 1| +  ¡0,50 -  0¡ + 10 -  0| + ¡0,20 -  0|) =

= ^(0,20 + 0 + 0,20 + 0,50 + 0 + 0,20) = ~ ( 1 ,1) = 0,3666 
6 6

a )  =  -^=V (°>20  -  O)2 + (1 - 1)2 + (0 ,80 - 1)2 + (0 ,50  -  O)2 +  (0 -  O)2 +  (0 ,20 -  O)2 =

= -W 0 ,0 4  + 0 + 0,04 + 0,25 + 0 + 0,04 = 0,4966554
V6

Otra forma de estimar la borrosidad de un subconjunto borroso es por 
medio de la versión simplificada por De Luca y Termini de la fórmula 
de Shannon.
Donde:

9 A = -
1

n ln 2
piA(xl) |npiA(xl) + piA(xl)-ln^lA(xl) [5.20]



y, en el ejemplo anterior
0.20 • ln 0.20 + 0.80 ■ ln 0,80 + 0,80 ■ ln 0,80 + 0,20 • In 0.20 +' 
+ 0,50 • ln 0,50 + 0,50 ■ ln 0.50 + 0,20 • ln 0,20 + 0,80 • ln 0,80

= -0,2404516
0,3218875 - 0,1785 15 - 0,178515 - 0.3218875 - 

■ 0,3452735 - 0,3465735 - 0,3218875 - 0,1785 15
= 0,527636

6-0.69314





Capítulo 6

Números borrosos

6.1. Concepto

6.1.1. Definición

Un número borroso es aquel subconjunto borroso que se halla 
formado por una secuencia finita o infinita de intervalos de con­
fianza, que surgen de asignar un nivel de confianza a los distintos 
elementos de un conjunto referencial E, que define su grado de per­
tenencia. Entonces decimos que un número borroso es un tipo es­
pecial de subconjunto borroso, que además, se caracteriza por ser 
convexo y normal, según definimos en el capítulo anterior.

Utilizaremos la notación A para designar a un número borroso;

llamaremos A« al intervalo de confianza de nivel a , que también se 
puede denominar alfa corte (a-corte) de A. Por último, designare­

mos al nivel de confianza con a, y con jha(X) a la función que repre­

senta los niveles de confianza de A, cuyos valores varían de 0  a 1 .
Por ejemplo:

H t ó H »■ !(ár)-(l
X a b c d

HA(X> 0 , 2 1 0,9 0

Así, decimos que a pertenece a A en un grado de 0,2 ; b pertenece en su 
totalidad, c en un grado de 0,9 y d no pertenece a A. Como observamos, 
se trata de un subconjunto borroso convexo y normal.



a
1 1

0,9 1 1

0 , 8 1 1

0,7 1 1

0 , 6 1 1

0,5 1 1

0,4 1 1

0,3 1 1

0 , 2 1 1 1

0 , 1 1 1 1

0 1 1 1 1

a b c d

A= 0 , 2 1 0,9 0

Para la representación gráfica de los números borrosos aplicaremos un 1 
en la tabla si x e [ai(a), a2 (a)] y dejaremos vacío el casillero de la tabla si 
x £[a-|(a).a2 (a)]. En la figura anterior se gráfico un número borroso en
Z, que tiene 11 a - cortes: a = 0 ; 0,1; 0,2; 0,3;........ ; 0,9; 1 (los niveles de
presunción se establecieron con una variación de un decimal, pero pue­
den tomarse tantos a  - cortes como sean necesarios).
Gráficamente el número borroso en cuestión está representado por:

a
i

0,9

0.2 •

a b e d x
Figura 1: Número Borroso en Z

6.1.2. Propiedades de los números borrosos

Los números borrosos tienen las siguientes propiedades:



a) Se afecta a cada nivel de presunción o pertenencia que varía entre 0 y 
1  uno y solo un intervalo de confianza Aa .
Decimos que los dos límites significan e ( si a=l) o £ ( si a=0), y dentro 
de ellos encontramos diferentes niveles de pertenencia o matices grises.
b) Llamamos Aa = [ ai (a), a2 (a) ] , al intervalo de confianza de nivela. 
Se debe cumplir que si a ' > a entonces A^ c A a.
Esto es así porque A  ̂ es más preciso que Â  . Es decir que a medida que 
aumenta el nivel de confianza, el intervalo de confianza debe ser menor 
al correspondiente a un a menor.
Ejemplo:
siendo E = { a, b, c, d } y a=0; a'=0,8

A„ ( a  b c d ]
{ Cf2  ’ 7 ’ Ú9 ’ 0  J y a,, í  b _ç_ l

l’ 1 ’0,9/

Decimos que Â - está incluido en \  puesto que el nivel de confianza es 
mayor en A^ que en Aa y que éste contiene todos los elementos de Aa.
c) Existe un único intervalo que puede reducirse a un real único. Puede 
existir el caso en que en lugar de un número real que cumpla estas con­
diciones, haya un intervalo [ai , a 2] que sí lo haga, entonces podemos 
representarlo de la siguiente manera:

Figura 2: Intervalo

6.1.3. Representación

Un número borroso se puede representar de dos maneras:

1 ) a cada nivel a  se le asigna un intervalo de confianza Aa, tal que:
V a  e [ 0 ; 1 ]
A«= [a, (a ),a 2 (a)] [6 .1 ]

2) otra manera es designar mediante |dA(X) la función que representa los

niveles de confianza a de un número borroso para cada valor x e R o x
85



eZ. Para ello hay que determinar la función |UAy (X )a  la izquierda del 

valor central de A y la función jha d(X) a la derecha del mismo valor, to­

mando un x tal que:
JL1a y(X) = 1 = |dAd(X) [6.2]

entonces, las funciones resultantes son:
V x e R :

Ha<x> = 0

JLl A (x) = P , x + c ,  

JLl A (x) = P2 x + c 2

M-a(x) = °

si x < aqO)

si a^O) < x r a (1 ) => |^1 [6.3]

si a (1 ) < x < a 2 (0 ) => |n2 

si a 2 (0 ) < x

donde:
pi = pendiente de ¡ i  (función a la izquierda del valor central).
P2 = pendiente de ^  (función a la derecha del valor central), 
ci = raíz de jj,

C2 = raíz de ¡x

Ahora debemos despejar x de la función de pertenencia izquierda y de­
recha de un número borroso para convertirlas en funciones dea, para 
ello realizamos:

oc — C
a  = p 1 x + c 1 para (j, => x = — - — b 

a  = -p 2 x + c 2 para ( i  2 x = + ° 2 [6.4]

con lo que, al reemplazar a por el valor deseado, obtendremos ai (a) y 
a2 (a) respectivamente. Así representaremos al número borroso como:

A„ =
a-C!

Pi
-  a + c2 

P2
[6.5]

Veamos un ejemplo:



Figura 3: Representación gráfica de número borroso 

La función  ̂ resultante será:

R:

i>

X II O si x < -4

x + 4 
5 si - 4 < x < 1

-x + 4
3 si 1 < x < 4

Ú A(X )=  0 si 4 < x

Para obtener el intervalo de confianza de nivel a, debemos calcular la 
función inversa de p, para obtener ai (a) y luego de j-o para obtener a2 (a). 
Para ello hacemos:

.Y +  4 .
a  = — Para m => x= 5a-4 con lo que obtenemos a¡(a), reiterando el 
procedimiento se calcula a2 (a). Así resulta:

Aa =[ai(a), a 2 (a)] = [ 5a - 4 ; -3 a + 4 ]

Ambas formas de representar el número borroso A son indistintas.

6.2. Suma de números borrosos

6.2.1. Suma en R

Efectuamos la suma de dos (o más) números borrosos mediante la adi­
ción de los a-cortes correspondientes a cada nivel a, partiendo de las



funciones características de pertenencia de cada uno de ellos. Veamos 
un ejemplo detallado para comprender el método de cálculo.

Vx eR

T= •' >

II O si x < -8

. , x + 5
^A<X) = — si - 5  < x < -1

/ X 4 “ X 
^ (x) = —

si -1 < x < 4

3= ' >

II 0 si 4 < x

y
fiBW = ° si x < -3

X + 3
n . (x)— si -  3 < x < 2

. . 4 -  x si 2 < x < 4

n B(x )= ° si 4 < x

Intervalo para el nivel a para A y B :

x + 5
01 “ 4

=> x, = 4a -  5

4 -  x
“ “ 5

=> x2 = -5a + 4

siendo A  = [4a -  5,-5u + 4] Va g  [0,1]
X +  3 c  oa = ------ => Xi = 5a -  3

5
4 _  x

« = ------ =>x? = - 2 a + 4
2 2

siendo B , = [5«-3 , - 2 a + 4] Va g[0,1]

A„ (+)B„ = \^a  - 5  + 5a -  3,-5a +  4  -  2a  + 4]

A,((+)Ba = [9a “ 8,-7a + 8]

Entonces los intervalos de confianza correspondientes a valores de a  
igual a cero y uno son:

A.+B.4-8.8] A,+B, = M

Obtención de las funciones características de pertenencia:
88



x1 = 9cc — 8 x + 8=> a =----
9oo I

+ 
On

I! si x e [-8,1]

x2 = -7a + 8 => a _ x ~ 8 
-7

_ 8 - x  
7

8 -  x
e „,b(x)= — si x g [1,8]

luego:
si X l/

\ I 00
. , x + 8

E«,= (x) = 9 si -8 < x < 1

. . 8 -  x 
E . .b<X>= 7 si 1 < x < 8

K +b«  = ° si 8 < x

Gráficamente:

Figura 4: Suma de números borrosos

Otra forma de definir la suma es:

A(+)B = [ai (ex),a2 (a)](+)[b, (a),b2 (a)] = [a,(a) + bl(a),a: (a) + b2(a)] [6.6]

En este caso, dado un nivel a, se calcula el límite inferior del intervalo 
correspondiente a él, sumando los límites inferiores de A y B , y el límite

superior, los extremos superiores de los sumandos.

6.2.2. Suma en Z o números discretos

En este caso se aplicará la siguiente ecuación:



Efectuaremos la suma de estos números borrosos mediante el siguiente 
procedimiento:
Io) se determinan todos los valores z=x+y, estableciendo las distintas 
combinaciones de x e y que dan como resultado dicho valor z. El valor- 
mínimo de z estará dado por la suma de ai(a=0 ) y b|(a=0 ), y el valor 
máximo por la suma de a2 (a=0 ) y b2 (a=0 ).
2 o) para cada una de dichas combinaciones se determina el valor de 
K<*> y de |j, (y), eligiendo el mínimo de ellos.

3o) una vez establecidos los valores mínimos, se toma el máximo de los 
mismos.
Para la representación gráfica de los números borrosos aplicaremos un 1  

en la tabla si x e [ai(a), a2 (a)] y dejaremos vacío el casillero de la tabla si 
x <£ [ai(a). a 2 (a)]. Estas mismas reglas se aplican para [b| (a), b2 (a)]

Veamos un ejemplo:

a
1

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0 , 1

0



1 1

0,9 1

0 , 8 1 1

0,7 1 1

0 , 6 1 1

0,5 1 1

0,4 1 1

0,3 1 1 1 1 1

0 , 2 1 1 1 1 1 1

0 , 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5 6

Aa+Ba 0 0 0 , 2 0,3 1 0 , 8 0,3 0,3 0 0

Cálculos de los valores de la tabla, aplicando la fórmula [6.7]

H(A<B, (-2) = ^ A (4 )a (4 )MM-A (°)a ^  = ( 0 A °'3M  0,2 A 0)=( 0 V 0 >= 0

Ll (-1) —( 0 a 1) v (0,2 a 0,3) V (1 A 0) = ( 0 V 0,2 v 0 ) = 0,2 

H (0) = (0,2a1) V (0a0,8) V (1 a0,3) v (0,3a0) = (0,2 v 0 v 0,3 v 0 ) = 0,3 

ji(A b) (1) = ( 0a0,6)v( 0,2a0,8)v( 1a1)v( 0,3a0,3)v( 0a0)=(0v0,2v1v0,3v0 ) = 1 

|i(A+B) (2) = (0a0)v(0,2a0,6)v(1a0,8)v(0,3a1)v(0a0/3) =(0v0,2v0,8v0,3v0)- 0,8 

Ll (3) = (0,2 a 0)v( 1 a 0,6)v( 0,3 a 0,8)v( 0 a 1) = ( Ov 0.6v0,3v0 ) = 0,6 

|U(A+B) (4) — (1 a 0) v (0,3 a 0,6) V ( 0 A 0,8) = (0  v 0,3 v 0 ) = 0,3 

|H(Ah B) (5) -  ( 0,3 a 0) v ( 0 a 0,6) = ( 0 v  0)  = 0

^ a+b1(6) = ( 0 ^°) = 0

Ejemplo de suma en Z o números discretos, utilizando [6.7]

Dados: A
X -5 -4 -3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

0 0,3 0 , 6 0,9 1 0 , 8 0 , 6 0,4 0 , 2 0



a
1 1

0,9 1 1

0 , 8 1 1 1

0,7 1 1 1

0 , 6 1 1 1 1 1

0,5 1 1 1 1 1

0,4 1 1 1 1 1 1

0,3 1 1 1 1 1 1 1

0 , 2 1 1 1 1 1 1 1 1

0 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i
-5 -4 -3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

y B

y -3 - 2 - 1 0 1 2 3 4
0 0 , 2 0,5 0 , 6 0,7 1 0,9 0

a
1 1

0,9 1 1

0 , 8 1 1

0,7 1 1 1

0 , 6 1 1 1 1

0,5 1 1 1 1 1

0,4 1 1 1 1 1

0,3 1 1 1 1 1

0 , 2 1 1 1 1 1 1

0 , 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1

-3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 y

Cálculo de los valores Mínimo y Máximo de z: 
Zrnin= [ -5+(-3) ] = -8 ZnWX= [ 4+4 ] -  8
Cálculo del nivel de confianza para z = 1  

Min[^ (-3), ^(4)] = Min(0,6;0) = 0

Min[|_L (-2), ^ (3)] = Min( 0,9 ; 0,9) = 0,9

Mir>[̂ LA(-l), (_ib (2) ] = Min( 1; 1) = 1

(-3 + 4 = 1) 

( - 2  + 3- 1 ) 

( - 1  + 2  = 1 )



M in^ (0), ^ (1) ] = Min( 0,8 ; 0,7) = 0,7 

Milita (1), ^ (0 ) ] = Min( 0,6 ; 0,6) = 0,6 

Min[^ (2), ^ (-1 )] = Min( 0,4 ; 0,5 ) = 0,4 

M in[^(3), ^  (-2)] = Min( 0,2 ; 0,2 ) = 0,2 

Min[ ̂  (4), pB (-3)] = Min( 0 ; 0) = 0

( 0  + 1 = 1 ) 

( 1+0  =  1) 

( 2 - 1  =  1) 

(3 -2  = 1) 

(4 -3  = 1)

^  {1) = Max( 0; 0,9; 1; 0,7; 0,6 ; 0,4 ; 0,2 ; 0 ) = 1

Si reiteramos el procedimiento para los demás valores de z comprendi­
dos entre - 8  y 8  resulta:

z - 8 -7 - 6 -5 -4 -3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 , 2 0,3 0,5 0 , 6 0 , 6 0,7 0,9 1 0,9 0 , 8 0 , 6 0,4 0 , 2 0 0

Max (-8 ) = 0
Max (-7) = (0 ; 0) = 0
Max (-6 ) = ( 0 ; 0,2 ; 0) = 0,2
Max (-5) = ( 0 ; 0,3 ; 0,2) = 0,3
Max (-4) = (0,3; 0,5 ; 0,2; 0) = 0,5
Max (-3) = ( 0,6 ; 0,5 ; 0,2 ; 0,3) = 0,6
Max (-2) = ( 0,6 ; 0,5 ; 0,2 ; 0 ; 0 ; 0,3) = 0,6
Max (-1) = ( 0,6 ; 0,5 ; 0,2 ; 0 ; 0,3 ; 0,7) = 0,7
Max (0) = (0,6 ; 0,5 ; 0,2 ; 0 ; 0,9; 0,7) = 0,9
Max (1) = 1
Max (2) = ( 0,4 ; 0,2; 0; 0,6 ; 0,8 ; 0,9; 0,9) = 0,9
Max (3) = (0,2 ; 0 ; 0,8; 0,4; 0,6) = 0,8
Max (4) = (0 ; 0,6 ; 0,4; 0,2; 0,6) = 0,6
Max (5) = ( 0 ; 0,2 ; 0,4 ; 0 ) = 0,4
Max (6 ) = ( 0 ; 0,2 ; 0 ) = 0,2
Max (7) = ( 0 ; 0 ) = 0
Max (8 ) = 0

Podemos expresar el resultado de la siguiente manera:



1 1
0,9 1 1 1
0,8 1 1 1 1
0,7 1 1 1 1 1
0,6 1 1 1 1 1 1 1 1
0,5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Si comparamos la anchura de este número borroso con la correspon­
diente a A y B ,  observamos que, al efectuar la suma de ambos, se in­
crementa la borrosidad; puesto que para cada nivela el intervalo A„ es 
más extenso (puede llegar a ser igual) que el de cada sumando.

6.2.3. Propiedades de la suma de números borrosos 

a) La suma es conmutativa 

siendo:
Aa = [a, ,a2] y Ba= [b i,b 2] 
tenemos:
Aa (+) Ba = Ba (+) Aa
[ ai ( a ) , a2(a) ] (+) [ b i ( a ) , b2(a)] =  [ b , ( a ) , b2(a) ] (+) [ ai ( a ) , a2(a) ] 
[ ai (a) +  b ] ( a ) , a2(a) +  b2(a) ] =  [ b ,(a )  +  a , ( a ) , b2(a) +  a2(a) ]

Veamos un ejemplo en Z: 
siendo
Aa=o = [ - 2  ; 6  ] y Bu=(, = [ 1 ; 5 ] 
será

Aa=o (+) Ba=0= Ba=o (+) Aa=;()
[ -2 ; 6  ] (+) [ 1; 5 ] = [ 1; 5 ] (+) [-2 ; 6  ]

[-2 + l ; 6  + 5] = [ l  + (-2); 5 + 6  ]
[ - ! ; ! ! ]  = [ - 1 ; 1 1  ]



(M + ) Ba)(+)C a = Aa (+) ( Ba (+) Ca )

{[ai(a)7 a2(a)](+)[b,(a)/ b;(a)])(+)[c,(a)/ c2(a)] = [a,(a), a:(a)](+){[b,(u), b:(a)](+)[ci(a)/c;(a)]) 
[ai(a)+bi(a)/a2(a)+l>(a)](+)[cl(a)/c2(a)]=[ai(a)/a2(a)](+)[b|(a>bc1(a),l>(a>fc2(a)]
[ a,(a) + b|(a) + efe/), a2(a) +b2(a) +c2(a) ] = [ ai(a) +b¡(a)+Ci(a), a2(a) +l>(a)+c2(a) ]

Veamos un ejemplo: 
siendo:
Aa = 0  = [-2; 6 ] , Ba=o = [1; 5] y Q =„ = [ 2; 7] 
tenemos:

{[-2 ; 6 ] (+) [1; 5]} (+) [2 ; 7] = [-2 ; 6 ] (+) {[1 ; 5] (+) [ 2; 7]}
[-2 + 1 ; 6  + 5 ] (+) [ 2; 7 ] = [-2 ; 6 ] (+) [1 + 2; 5 + 7]

[-l + 2 ; l l + 7 ]  = [-2 + 3 ; 6  + 12]
[ 1 ;18] = [ 1;18 ]

c) El neutro de la suma es el número cero.

Aa (+) 0 = A„
[ a,(a), a2(a) ] (+) [ 0  ; 0  ] = [ a,(a), a2 (a) ]
[ a,(a) + 0  , a2 (a) + 0  ] = [ a,(a), a2 (a)]
[ a,(a), a2 (a)] = [ a,(a), a2 (a)]

6.3. Resta de números borrosos

6.3.1. Resta en R

En R se define la resta de números borrosos de la siguiente manera:
V a  e [ 0 ; 1 ]
A (-)B = [ a,(a) , a2(a)] (-) [ b ,(a), b2 (a) ] = [ a,(a) -  b2 (a ), a2(a)-b ,(a)]

[6.8]

Es decir que el límite inferior del intervalo de confianza se obtiene res­
tando del límite inferior de A , el límite superior de B ; y el límite supe­
rior se calcula restando del límite superior de A , el límite inferior de B. 
Se puede considerar la resta entre A y B como la suma entre A y el 
opuesto de B al que denotamos B y definimos como:

B = [- b2 (a),-b1(a)] [6.9]



entonces, decimos que:
A (-) B = A (+ )B [6.10]

Ejemplo:
siendo:
A = [ 3 o c - l ; - 2 o c  + 4]  y B = [ 3 a - 5 ; - 3 a  + l ]  

resulta:
A (-)B  = [ 3 o t - l ; - 2 a  + 4 ] ( - ) [ 3 a - 5 ; - 3 a  + l ]  V a  e [ 0 ; 1 ]

= [ 3 a - l - ( - 3 a  + l ) ; - 2 a  + 4 -  ( 3 a - 5 ) ]
= [ 6 a  - 2 ; -5 a  + 9 ]

Despejando a obtendremos las funciones características de pertenencia: 
|ll(A b) , tanto a la izquierda como a la derecha del valor central.

x = 6 a - 2  y x = - 5 a + 9
x + 2 9 -  x

a  =

, . 1 1=> II (x) = —x +  — P(A-bR ' 0  3

Función a la izquierda

II (x) = —  x + —
P ( A - B ) V 5  5

Función a la derecha

\ *
\

Figura 5: Resultado de la Resta de números borrosos

Donde:
U  (x) = 0
P ( A - B ) V

si X < -2

, x 1 1

M'(a-b)v ’ 0  3
si -2 < x < 4

, x 1 9
II (x) = —  x + -  b V V  5  5

si 4 < x < 9

U  (x) = 0r o A - B ) '
si X IV CD



Otra forma de efectuar la resta de dos números borrosos es aplicar 
V a e  [ 0 ; l ] y  V x , y , z e  Ría ecuación:

m*( A-B) (z) = Vz=x-> a t6-11]

El valor de la función de pertenencia de un elemento z, se obtiene 
hallando todas las combinaciones posibles de restas entre xey, que den 
por resultado el z considerado. De cada combinación se toma el mínimo 
enhe |j,A (x ) y |j,B (y), y de todos los valores así obtenidos se elige el

máximo, que es el nivel de confianza buscado. Los valores z quedarán 
comprendidos enhe un z,™ que será igual a la resta enhe ai(oc=0 ) y 
b2 (a=0 ), y un zmclxque será igual a la resta enhe a2(a=0 ) y bi(cc=0 ).

6.3.2. Resta en Z

La resta de números borrosos en el conjunto de los enteros no presenta 
diferencias significativas con lo definido en R, por lo tanto, son aplica­
bles las expresiones definidas en 6.3.1.
Ejemplo en Z aplicando [6.11]

X -5 -4 -3 - 2 -1 0 1 2 3 4
0 0,3 0 , 6 0,9 1 0 , 8 0 , 6 0,4 0 , 2 0

y -3 -2 - 1 0 1 2 3 4

n?(y) 0 0,2 0,5 0,6 0,7 1 0,9 0

Calcularemos a título de ejemplo p(z) para z = -3 :
Min[|LlA (-5) a  jilB (-2)] = Min[ 0 ; 0,2 ] = 0 -5 - (-2) = -3

Min[jLlA (-4) a  |Hb (-1)] = Min[ 0,3 ; 0,5 ] = 0,3 -4 - (-1) = -3

Min[ |Ua (-3) a  |Ub (0)] = Min[ 0,6 ; 0,6 ] = 0,6 -3 - 0 = -3

Min[ |aA (-2) a  jiiB (1)] = Min[ 0,9; 0,7 ] = 0,7 - 2  -1 = -3

Min[|LiA (-1) a  jlíb (2)] = Min[ 1 ; 1 ] = 1 -1 -2 -  -3

Min[|HA (0) a  |lI b (3)] = Min[ 0,8 ; 0,9 ] = 0,8 0 - 3 = -3



1 - 4 = -3Min[ jlXa (1) a jlIb (4)] = Min[ 0 , 6  ; 0  ] = 0

Luego debemos calcular el valor Máximo de los mismos,
Max ( 0 ; 0,3; 0,6 ; 0,7; 1; 0,8; 0) = 1

y así sucesivamente se obtendrán los valores a para los demás valores 
cié z.

Debemos tener en cuenta que la resta se defíne para R y Z, pero no para 
R+, ya que no resulta una operación cerrada en RL

Veamos un ejemplo completo en Z: 
dados:

X -2 4 0 1 2 3 4 5

M x) 0 0,3 0,5 0,8 1 0,7 0,4 0

y 4 -3 -2 4 0 1 2 3

M y) 0 0,2 0,5 0,7 1 0,8 0,3 0

obtenemos:

z -5 4 -3 - 2 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

IV ,, <z) 0 0 0,3 0,3 0,3 0 , 8 0 , 8 1 0,7 0,7 0,5 0,4 0 , 2 0 0

Cálculos de los valores Mínimo y Máximo cié z:
Zfviin — [ -2 - 3 ] = -5 zm,,x = [ 5 - (-4) ] = 9

Cálculos de p(z):
a) M-(AB) (_5) = [ (dA (-2 ) a  (iB (-3) ] = ( 0 a 0 )  = 0

b) |i(A b) (4) = []Ua (-2)a (_lB (2)M iua (4)a|Hb (3)] = (0a0,3)v(03a0) = (OvO) = 0

c) 1U(A b)(-3) = [|4a('2)a(Ib (1)]v[|j ,a (-1)a(Ib (2)]v[|j,A(0)AfiB (3)] =

= (0a0,8)v(0,3a0,3)v(0,3a0) = (0 v  0,3 v 0) = 0,3 
ci) |H a bj (-2) = (0a1)v(0,3a0,8)v(0,3a0,3)v(0,8a0) = (0v0,3v0,3v0) = 0,3

e) JLX a B) (4) = (0a0,7)v(0,3a1)v(0,3a0,8)v(0,8a0,3)v(1a0) =

=(0v0,3v0,3v0,3v0) -  0,3



f) jH(A (0) = (0a0,5)v(0,3a0,7)v (0,3a1)v(0,8a0,8)v (1a0,3)v(0,7a0) =

= (0v0,3v0,3v0,8v0,3v0) = 0,8
g) \1 b (1) =(0a0,2)v(0,3a0,5)v (0,3a0,7)v(0,8a1)v

=(0,1aO,8)v(0,7aO,3)v (0,4aO)=
= (OvO/3vO/3vO/8vO,8vO/3vO) = 0,8

h) jLi (2) = (0a0)v(0,3a0,2)v(0,3a0,5)v(0,8a0,7)v(1a1)v

v (0,7a0,8)v(0,4a0,3)v (0a0)= (OvO,2vO,3vO,7vlvO,7vO,3vO) = 1
i) JJ,(A b (3) =(0,3a0)v(0,3a0,2)v(0,8a0,5)v(1a0,7)v(0,7a1)v(0,4a0,8)v(0a0,3)=

= (0v0,2v0,5v0,7v0,7v0,4v0) = 0,7
j) JLI(a (4) = (0,3a0)v(0,8a0,2)v(1a0,5)v(0,7a0,7)v(0,4a1)v (0a0,8) =

= (OvO,2vO,5vO,7vO,4vO) = 0,7
k) fl b (5) =  (0,8a0)v(1 a0,2)v(0,7a075)v(0,4a0,7)v(0a1 ) = (0v0,2v0,5v0,4v0) = 0,5

l) ]n b (6 ) = (1a0)v (0,7a0,2)v (0,4a0,5)v(0a0,7) = (Ov 0,2v 0,4v0) = 0,4

m) jLi (7) = (0,7a0)v(0,4a0,2)v(0a0,5) - (0v0,2v0) = 0,2

n) M',A-B, (8) = (0^ a0)v(0a0,2) = (OvO) = 0 

ñ) |lI(a_b) (9) = (OvO) = 0

Gráficamente:
a  a
1 1 1 1

0 ,9 1 0 ,9 1

0 ,8 1 1 0 ,8 1 1
0 ,7 1 1 1 0 ,7 1 1 1

0 ,6 1 1 1 0 ,6 1 1 1

0 ,5 1 1 1 1 0 ,5 1 1 1 1

0 ,4 1 1 1 1 1 0 ,4 1 1 1 1

0 ,3 1 1 1 1 1 1 0 ,3 1 1 1 1 1

0 ,2 1 1 1 1 1 1 0 ,2 1 1 1 1 1 1

0,1 1 1 1 1 1 1 0,1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 i 1 1 1 1 1 1 1

X -2 -1 0 1 2 3 4 5 y -4 -3 -2 -1 0 1 2 3



1 1

0,9 1

0 , 8 1 1 1

0,7 1 1 1 1 1

0 , 6 1 1 1 1 1

0,5 1 1 1 1 1 1

0,4 1 1 1 1 1 1 1

0,3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 , 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

z -5 -4 -3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Como podemos observar en el caso de la resta de dos números borrosos 
la incertidumbre en el resultado aumenta al igual que en la suma.
Esta propiedad, también podemos observarla en el siguiente gráfico de­
finido V x, y, z e R, siendo:
Aa = (4oc-5 ; -5a+4)
B„=(5a-3;-2a+4)
Por lo tanto el resultado de la resta de \  y Ba es:
(Aa-B„) = (6a-9 ; -10oc+7)

Gráficamente:

Figura 6. Resta de números borrosos

Por último cabe destacar que la resta no es ni asociativa ni conmutativa, 
y que posee al 0  como neutro.



6.4. Multiplicación de números borrosos

6.4.1. Multiplicación en R

Definiremos a la multiplicación de números borrosos, en R,
V a e [ 0 ; 1] como:
Aa (.) Ba = [ a,(a), a2 (a) ] (.) [ b,(a), b2 (a) ] =

= [ Min (ai(a). b ,(a)); (ai(a). b2(a)); (a2(a ). bi(a)); (a2(a ) . b2(a));
Max (a ,(a). b ,(a )); (ai(a). b2(a )) ; (a2(a ) . b i(a)); (a2(a ) . b2(a)) ]

o, escrito de otra manera
A„ (.) Ba = [(a ,(a ). b|(a)) a (a ,(a ) . b2(a)) a (a2( a ) . bi(a)) a (a2( a ) . b2(a));

(a ,(a ) . b|(a)) v (a ,(a ) . b2(a)) v (a2( a ) . b,(a)) v (a2( a ) . b2(a)) ]
[6.12]

donde una vez establecido el nivel a deseado, se obtienen los distintos 
intervalos de confianza, cuyo límite inferior será igual al menor valor 
resultante de los productos entre los extremos de A* y Ba, siendo el lími­
te superior, el mayor valor de los mismos.
Otra forma de realizar la operación es partiendo de los números borro­
sos representados en [6.5]; luego procedemos a multiplicar la función 
izquierda y la derecha de A con ambas funciones de B, con ello obte­
nemos cuatro funciones cuadráticas de a y, si reemplazamos a por los 
valores deseados, obtendremos los límites del intervalo, considerando el 
mínimo y el máximo valor de x hallado en el paso anterior.
En caso de operar dentro de los reales positivos, la fórmula se simplifica 
a:
Aa (.) Ba= [ ai (a), a2 (a) ] (.) [ b,(a), 6 2 (a) ] = [ (ai (a). b,(a)), (a2 (a). 6 2 (a))]

[6.13]
O bien:

P(AB, (z) = ■) [PA (x) a pB (y)] [6.14]

donde el valor u (z) se obtiene hallando las combinaciones entre x e

y, cuyo producto sea igual al z considerado; luego se determinan los va­
lores de (x) y (y) para cada combinación, eligiendo el mínimo de

cada una. Por último el valor buscado será igual al máximo de los mí­
nimos antes definidos. Los valores z quedarán comprendidos entre un 
z ni in y un zmax que serán iguales al menor y mayor valor resultante de los 
productos (ai(a).bi(oc)); (ai(a).b2 (a)); (a2 (a).b|(a)); (a2 (a).b2 (a)) para a = 
0 , respectivamente.



Veamos un ejemplo de multiplicación en R, resolviéndolo mediante el 
producto de las funciones de a.

Dados:
Aa =  [ 4 a  - 5 , -5 a  + 4 ]
Ba = [ 5 a  - 3 , -2 a  + 4 ]
AÜ.B„ =  [Miir((4 a  - 5).(5 a  - 3);(4a - 5).(-2a + 4);(-5a +4).(5a - 3);(-5a +4).(-2a +4));

Max((4 a  - 5).(5 a  - 3);(4a - 5).(-2a + 4);(-5a +4).(5a - 3);(-5a +4).(-2a +4))]
ACÍ.BU =  [Miir(20 a 2 - 37 a  +15; -8a2 + 2óa - 20; -25a2 + 35a - 12;10a2 - 28a +16);

Max(20 a 2 - 37 a  + 15; -8a2 + 26a - 20; -25a2 + 35a - 12;10 a 2 - 28 a  + 16)] 
obtenemos
A0 . B0 = [ -20,16 ] y A, . B, = [-2,-2 ]
Para a=0
(4a - 5).(5a - 3) = 20a2 - 12a - 25a + 15 = 20a2 - 37a + 15 =15
(4a - 5).(-2a + 4) = -8a2 + 16a + 10a - 20 = -8a2 + 26a - 20 =-20 = a, (0)
(-5a +4).(5a - 3) = -25a2 + 15a + 20a -12  = -25a2 + 35a -12 =-12
(-5a +4).(-2a +4) = 10a2 - 20a - 8a + 16 = 10a2 - 28a + 16 =16 = a2 (0)

si reiteramos el procedimiento obtendremos los intervalos de confianza 
correspondientes a cada a-corte.

6.4.2. Multiplicación en Z o números discretos

Utilizamos [5.14] y si la aplicamos a: _____
X - 1 0 1 2 3

( p x) 0 0,2 1 0,3 0

y -2 - 1 0 1 2 3

hs(y) 0 0,3 1 0 , 8 0 , 6 0

y, sabiendo que los valores z, que representan los extremos de A (.) B, es 
decir, para , (-z) = 0 , se obtienen por el valor z = x . y mínimo y

máximo que surjan de multiplicar los extremos de Ay B, obtendremos:
zm¡„ = A {[-l(-2)],(-1 .3)/ [3(-2)],(3.3)} y 
Zmax = v {[-1 (-2) ] , ( - ! .  3) ,[3 (-2)], (3.3)}



de donde surgen: 
zmin = A ( 2, -3 , - 6 ,9 )  y
Zmax = v ( 2, -3, -6 ,9 )
siendo, entonces, los valores extremos de A (.) B - [ - 6 , 9 ] ,  luego apli­

cando [5.14] verificaremos que:

(-6 ) = Mlí„B|(9) = 0

Una vez definidos estos valores z extremos, calcularemos el valor dea 
que corresponde a los valores intermedios, siempre que se cumpla z=x.y 
, en caso contrario, el valor de a de dicho z es igual al a calculado para el 
valor de z que sí cumple con dicha condición ( z = x . y ), será el z ante­
rior a la izquierda del valor central, y el posterior a la derecha.
Siguiendo con el ejemplo, el valor z = -5 no surge de ningún par x.y=5 > 
su m (-5) = 0

Luego, para los z que surjan de x.y se aplica [6.14], en cuyo caso se toma 
el valor a máximo de los mínimos (a) de los valores de x e y cuyo pro­
ducto sea igual a z.
Entonces, a modo de ejemplo, calcularemos el valor dea para z = -4,

^ U 4) = v-j-2(-2i=<0'3 a ° ) = o

Ejemplo, también en Z, aplicando [5.12]: 
dados

X -4 -3 - 2 - 1 0 1 2

r .M 0 0,5 1 0 , 8 0 , 6 0 , 2 0

y -3 - 2 - 1 0 1 2 3

t>,(y) 0 0,7 1 0,7 0 , 6 0,3 0

obtenemos, para cada a-corte, el intervalo de confianza que corresponde 
a su producto, de la siguiente manera:
a) Para a = 0
A(1 (.) Bo = {[-4 (-3) ] a  (-4.3) a  [2 (-3) ] a  (2.3); [-4 (-3) ] v (-4.3) v

v [2 (-3)] v (2.3)} = [ 12a -12 a  - 6  a  6  ; 12 v -12 v - 6  v 6  ] =
= [-1 2 ; 1 2 ]

b) Para a = 0,1
A,,, (.) B()., = {[-3 (-2 ) ] a  (-3 .2 ) a  [ 1  (- 2 ) ] a  ( 1 . 2 ); [-3 (-2 ) ] v (-3 .2 ) v

v[l (-2 )] v (1 . 2 )} = [ 6  a - 6  a - 2  a- 2 ; 6  v - 6  v - 2  v - 2 ] = [-6 ; 6 ]



c) Para a = 0,2
A(),2 (•) Bo,2 = {[-3 (-2) ] A (-3.2) A [1 (-2) ] a  (1.2); [-3 (-2) ] v (-3.2) v

v[l (-2 )] v ( 1 . 2 )} = [ 6  a  - 6  a  - 2  a - 2 ; 6  v - 6  v - 2  v - 2 ] = [-6 ; 6 ]
d) Para a = 0,3
Ao.3 (.) Bo3 = {[-3 (-2) ] a  (-3.2) a  [0 (-2) ] a  (0.2); [-3 (-2) ] v (-3.2) v

v [ 0  (- 2 )] v (0 . 2 )} = [ 6 a - 6 a 0 a 0 ; 6 v - 6 v 0 v 0 ]=  [ - 6  ; 6  ]
e) Para a = 0,4
Ao4  (.) B„.4 = {[-3 (-2) ] A (-3.1) A [0 (-2) ] A (0.1); [-3 (-2) ] v (-3.1) v

v [ 0  (- 2 )] v (0 . 1 )} = [ 6 a -3a 0 a 0 ; 6 v -3v 0 v 0 ] =  [ -3 ; 6  ]
f) Para a = 0,5
A  os (.) B()? = {[-3 (-2) ] A (-3. 1) A [0 (-2) ] A (0.1); [-3 (-2) ] v (-3.1) v

v [0 (-2)] v (0.1)} = [ 6  a  -3 a  0 a  0 ; 6  v -3 v 0 v 0 ] = [ -3 ; 6  ]
g) Para a = 0,6
A0 .6 (•) Bo.o -  {[-2 (-2) ] A (-2.1) A [0 (-2) ] A (0.1); [-2 (-2) ] v (-2.1) v

v[0(-2)] v(0.1)} = [ 4 a -2a Oa O; 4v - 2 v O vO] = [-2; 4]
h) Para a = 0,7
Ao.7 (•) B0, = { [ - 2  (-2 ) ] a  ( - 2 . 0 ) a  [ - 1  (- 2 ) ] a  ( - 1  . 0 ); [ - 2  (-2 ) ] v ( - 2 . 0 ) v 

v [-1 (-2)] v (-1 • 0)} = [ 4 a 0 a 2 a 0 ; 4 v 0 v 2 v 0 ] =  [ 0 ; 4 ]
i) Para a = 0,8
Ao.x (•) B„,s = { [ - 2  (-1 ) ] a  [ - 1  (- 1 ) ] ; [ - 2  (-1 ) ] v [ - 1  (-1 )]} =

= [ 2 a 1 ; 2 v 1 ] =  [1 ; 2 ]
j) Para a = 0,9
A(i,9 (•) B0 y = {[-2 (-1) ] A [-1 (-1) ] ;  [-2 (-1) ] V [-1 (-1)]} =

= [ 2 a 1 ; 2 v 1 ] =  [ 1 ; 2 ]
k) Para a = 1
A, (.) B, = {[-2 (-1) ] ; [-2 (-1) ]} = [ 2; 2 ] = 2 

Gráficamente, el resultado es el siguiente
a (AB)a
1 1 1

0,9 [1 / 1 ] 1 1

o GO [1 / 2 ] 1 1

Uso' [0/4] 1 1 1 1 1oo' R / 4 ] 1 1 1 1 1 1 1

LOo' [-3/6] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1o' [-3/6] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0,3 [ - 6 / 6 ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 / 2 [ - 6 , 6 ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 , 1 [ - 6 / 6 ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

z - 6 -5 -4 -3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5 6



6.4.3. Propiedades de la multiplicación de números borrosos

a) La multiplicación es conmutativa
VA, B e R y siendo A „ = [a1(a ),a 2 (a)] y B„ = [b1(a ),b 2 (a)]

A„(-) B „= B „ ( )A „
A „(- )B „= [a 1(a ),a 2(a )]()[b 1(a ) Jb2 (a)] =

= [Min(a1(a)-b1(a ),a 1( a ) b 2 (a ),a 2 (a)-b1(a ),a 2(a)-b2 (a)), 
Max(a1( a ) b 1(a ),a 1( a ) b 2 (a ),a 2 ( a ) b 1(a ),a 2 ( a ) b 2 (a))]

B „( ) A„ = [b1(a ),b 2(a)]( )[a1(a ),a 2 (a)] =
= [M¡n(b1(a)-a1(a ),b 1(a)-a2 (a ),b 2(a)-a1(a ),b 2(a)-a2 (a )) 
Max(b1( a ) a 1(a ),b 1(a)-a2 (a ),b 2 (a)-a1(a ),b 2 (a)-a2 (a))]

Veamos un ejemplo:
A = [ - 2 .3]

Aq( ) Bq = [-2,3]()[-1,2] = (Min[- 2 - -1-2 ■ 2,3 ■ -1,3 ■ 2j Max[- 2 -1,-2 • 2,3 ■ -1,3 ■ 2]} =

= [Min(2,-4,-3,6), Max(2,-4,-3,6)]= [- 4,6]
Bq( ) Aq = [-1,2]( )[-2,3] = (Min[-1 • -2,-1 • 3,2 ■ -2,2 • 3], Max[-1 ■ -2,-1 ■ 3,2 ■ -2,2 ■ 3]} = 

= [Min(2,-3, 4,6) Max(2,-3,-4,6)] = [- 4,6]

b) La multiplicación es asociativa 

VA, B y C e R y  siendo

A„ = [a,(a ),a2 (a)], B,( = [b1(a),b 2 (a)J y C„ = [Cl(« ),c 2 (a)] 

(A , ( )B . L)C  , ■ A ( )(B ( )C )

Veamos un ejemplo:

Dados
„A0 = i-2'3!

.C = [3.5]



(Au()B j- )C „  = A u(.)(B„(-)Cj 
{[~2,3]()[-1,2]]<)[3,5] = [-2,3](){[-1,2](-)[3,5]}

[Min(2,-4 -3,6), Max(2,-4,-3,6)]()[3,5] = [-2,3]()[Min(-3 ,-5,6,10), Max(-3 ,-5,6,10)] 
[_4,6](-)[3,5] = [—2,3](-)[ 5,10]

[Min(-12-20,18,30), Max(-12-20,18,30)] = [Min(10-20-15,30), Max(10-20-15,30)]
[-20,30] = [-20,30]

c) La multiplicación es distributiva para IV

(A„(+)Bu)(.)C„ = (A „ (- )C J+ )(E U )C J
(AU(+)B,; = ([a1,a2](+)[b1, b2]X)[c1, c 2] = [a, + b„ a2 + b2\-)[c„ c2] =

= [(a1 +b1X')c1,(a2 + b2 X)c2 ]

{A,l (-)Cl/)(+ )(B„(-)C j= ([a1,a2 ](.)[c1,c 2 ])(+)([b1lb2 ](-)[c1,c2]) =
= [â -Jc,, a2(-)c2](+)[b1(-)c1, b2()c2] = [(â -Jc, X+)(bi(-)c,), (a2(-)c2X+)(b2(-)c2)] = 
= [(a1(+)b1X-)c„(a2(+)b2X-)c2]

Veamos un ejemplo.
Dados
A =l2'5]

A =[37l

( A {+) B )■) C = {[2 ,5 ]<+)[l,6 ]¡()[3,7] = [2 +1,5 + 6 ]{ )[3,7] = [3-3,11-7] = [9,77] 

(a ( ) ) c )=  {[2,5]{ )[3,7]K+)Í[1,6]( )[3,7]}= [6,35](+)[3,42]= [9,77]

d) Neutro de la multiplicación
El neutro de la multiplicación de un número borroso es: 1 = [1,1] 
Siendo:
A, =[a,,a;]

A„(.) [1,1] = A„
[ai >a 2 ](‘)[1.1]= [a i •a 2 ]
[a 1 > 3  2 ] = [ai'a2]

e) La multiplicación aumenta la borrosidad 
Si:A = [3a-1,-2cc + 4] y B = [3a - 5,-3a +1]
A(-)B = [- 6a2 + 22a - 20,9a2 -18a + 5¡



A =[-1,4]~ o

?„=[-5-1]

A ( )B =[-20,5]~ 0 ~ 0

Como observamos, la separación de los límites (ancho del intervalo) 
aumenta en forma significativa, incidiendo sobre la borrosidad de este 
número borroso.

6.4.4. Multiplicación de números borrosos por un número real

Va e [o,l] y keR

k (.) A = k . [ai (a), a2 (a)] =[Min (k. ai (a), k.a2 (a)),Max(k. ai (a), k.a2 (a))l
[6.15]

Ejemplo:
Si A = [3a-l, -2a+4] y k=2
k (.) A = 2(.)[3a-l, -2a+4] = [6a-2, -4a+8]
Partiendo de este resultado, calcularemos las funciones características de 
pertenencia
x = 6a-2 x = -4 a  +8

Entonces:
x + 2
-------= a

6
1 1— x h—  = a 6 3
Donde A o=[-2,8]

x -  8----- = a
- 4
1--- x + 2 = a
4

y  A i=[4,4]

Entonces la función característica
Mk Ax = 0 si x < -2

Mk.Ax
1 1= — x + — 6 3 si -2 < x < 4

M-k. Ax = -  —x + 2 4 si 4 < x < 8

M-k Ax = 0 si 8 < x

de pertenencia será:



Ejemplo en Z: 
dados

A = -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

|iA(*) = 0 0,2 0,5 0,7 0,8 1 0,6 0,4 0,1 0

a
1 1
0,9 1
0,8 1 1
0,7 1 1 1
0,6 1 1 1 1
0,5 1 1 1 1 1
0,4 1 1 1 1 1 1
0,3 1 1 1 1 1 1
0,2 1 1 1 1 1 1 1
0,1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
a A

(■) i
1 1
0,9 1
0,8 1 1 1 1
0,7 1 1 1 1 1 1 1
0,6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Para a = 0,1
A0,,(.)3=[(-1.3)a(6.3);(-1.3)v (6.3)]=[(-3a18);(-3v18)]=[-3,18] 
Para a = 0,2
Ao,2(.)3=[(-3a15),(-3v15)]=[-3,15]
Para a = 0,3
A0,3(.)3=[(0a15),(0v15)]=[0,15]
Para a  = 0,4
Ao,4(.)3=[(Oa15),(Ov15)]=[0,15]



e) Para a = 0,5
A.o,5(.)3=[(Oa12)/(Ov12)]=[0/12]
f) Para a = 0,6
A0,6(.)3=[(3a12),(3v12)M3,12]
g) Para a  = 0,7 
A0,7(.)3=[(3a9),(3v9)M3,9]
h) Para a = 0,8 
A0,8(.)3=[(6a9),(6v9)]=[6,9]
i) Para a = 0,9 
A0,9(.)3=[(9a9),(9v9)]=[9,9]
j) Para a = 1 
A, (.)3=9

6.5. Inversa de un  número borroso

Se define a la inversa de A, o sea A-1 por:

Va e [0,1] a,  ̂0 y a2 ¿ 0

A :1 = Min 1 1
a1(a ) ’ a2(a;

,Max 1 1
a,(a) a2(a)

[6.16]

Es decir que el límite inferior de A~1 está dado por el mínimo valor re- 
1 1sultante entre ------  y -------, en tanto que el límite superior será el

adcx) a2(a)
máximo de ellos.
Asimismo, se observa que:
a(-jaA i

A (.)A:1 = [ai(a),a2(a)](.; Min 1 1 ,Max 1 1

= Min â oO-Min, 

a2(a)-Max( 

a2(a)-Min

1 1

a-,(ot) a2(a)J Oa-t(a) a2(a) 
1 1

a^cx)’ a2(a) 

1 1
^a^al’a^a) 

1 1
a1(a ) 'a 2(a)

■ adal'MaxI 

ada) ■ Min 

|,a2(a)-Max

Max

a1(a ) 'a 2(a)

_ J ____1_
a1(a )’a2(a)

1 1

,a2(a)Min| 

I, a.,(a)Max

1 1
a-i(a) ’ a2(a) ) 

1 1
a1(a ) ’ a2(a)J’

ai(a) a2(a)
*1



1, 5 ( Í - !
= l i s , i = Ú s l

1 5  _ L 5 L5 J

6.6. División de números borrosos

Aplicando los conceptos desarrollados en Multiplicación [6.4] e Inversa 
cié Números Borrosos [6.5], y recordando que la división de dos núme­
ros es igual a la multiplicación del dividendo por la inversa del divisor, 
decimos:

6.6.1. División de números borrosos en R

Tal como señalamos anteriormente, la división de A por B se puede ex­
presar como la multiplicación de A por el inverso de B , es decir B 1, 

Va e [0,1]

Aa (:) Ba = [ai(a), a2(a)] : [b,(a), b2(a)] = Au (,)B u1 =

= [a1(a),a2(a)] Min 1 1

Min

MoO'Mcx)
a da) ada) a2(a) a2(a) 
bda)’b2(a )’ bda)’b2(a).

|, Maxf

,Ma

l bd«)' b2(a

ad«) ad«) a2(u) a2(«)
bda)'b2(a )’ bda)'b2(a)

Ejemplo:
Dados
Au = [4a - 5, - 5a + 4] 
B„ = [5a-3,- 2 a + 4]

[6.17]

Entonces: Aa (:) Ba 

Minif  4a -  5 4a -  5 - 5 a + 4 - 5 a + 41
U a - 3 ’- 2 a  + 4 ’ 5 a - 3  ’ -  2a + 4 /

j.Maxj/̂  4a - 5 4a - 5 - 5a + 4 - 5a + 4 V
\ 5a - 3 ’ - 2a + 4 ’ 5 a-3 ’- 2a + 4 J

Para determinar el valor mínimo y el máximo entre varias funciones li­
neales reemplazamos a con el valor deseado; a modo de ejemplo toma­
mos a=0
4a - 5 _  5 4a -5 _  5
5a - 3 ^  3 ’ -2a + 4 ^  4



Por lo tanto Ao(:)Bo=

Ao(:)B0=

5
4 ’

5
4

4 5
3 ’3

Es decir que para a = 0, Aa(:)B0
3 5 a - 3

las siguientes funciones características de pertenencia

de donde obtenemos

By

-  5a + 4 
Xy 5 a - 3  
xy (5a -  3) = -5a + 4
5a • xy -  3xy = -5a + 4 
5a ■ x, + 5a = 4 + 3x„y y
a(5xy + 5 )=  4 + 3xy

4 + 3xa = --------
5 + 5x

Bel

4a -  5
Xd “ 5a - 3  
xd(5a -  3)= 4a -  5
5a • xd -  3xd = 4a -  5
5a • x d -  4a = 3x d -  5
a(5xd -  4) = 3xd -  5

3x -  5a = --------
5x -  4

Ahora bien, no podemos inferir que dichas funciones py y Pd representen 
el número borroso en cuestión, pues para determinados valores dea 
puede ser que el límite inferior y/o superior se obtengan de cualquiera 
de las otras funciones resultantes en el primer paso del ejemplo, o bien 
que se inviertan las mismas y p¿ se transforme en pv y viceversa. Por lo 
tanto, al dividir dos números borrosos podemos obtener como resultado 
otro cuyas funciones izquierda y derecha pueden cambiar para un valor 
x de a, en el ejemplo desarrollado para a>0,6 la función derecha se con­
vierte en izquierda y la izquierda en derecha.
En caso de trabajar con números enteros (Z), debemos tener en cuenta 
que al dividir los distintos intervalos de confianza, puede obtenerse co­
mo resultado un número no entero, por lo que no es una operación ce­
rrada en Z y no sería posible incluirlo en la representación gráfica de Z. 
A pesar de dicha limitación, podemos obtener una aproximación, que 
puede generar como resultado un número borroso no normal.

Ejemplo
Siendo para el nivel a = 0 A = [-2,10] y B = [2,5]

A(:) B =[-2,10] (.) 

= [-2,10] (.)

1 1
2 5

Min —, — LMax —1 1
2 5

1 1
5 ’ 2



1 1 1Min -2. — -2. — ,10. — ,10. — ,Max -2.-,-2.-,10.-,10.-
1 1 1

Min — ,-1,2,5 Max --,-1,2,5

5 2

-  [-1,5]

Si lo representamos en Z, tendremos:
a  a
1 1 1 1

0,9 1 0.9 1
0,8 1 1 0 .8 1
0,7 1 1 1 1 0.7 1
0,6 1 1 1 1 1 0 .6 1 1
0,5 1 1 1 1 1 1 (:) 0.5 1 1
0,4 1 1 1 1 1 1 1 1 0.4 1 1
0,3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.3 1 1
0,2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 .2 1 1
0,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 .1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X 2 3 4 5

0 02 0,4 0,5 0,7 0,8 1 0,7 Ojo 0,4 0,3 0,1 0 (:) 0 1 0.6 0

A B

a
1
0,9
0,8 1
0,7 1
0,6 1 1
0,5 1 1
0,4 1 1 1
0,3 1 1 1
0,2 1 1 1
0,1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1

-1 0 1 2 3 4 5

0 0,4 0,8 0,6 0,1 0 0



Los cálculos de la tabla anterior se obtuvieron aplicando la siguiente 
fórmula:

^AC)B(Z)= 2̂ A (X)AL (y)) [6-1§]

Utilizando los valores del ejemplo, para z = -1:

A ,  *,(-1) = z,Wx vb < - 2 >'' Mb<2))= 0 a 0 = 0 

Para z=0

á A , ( )B ( 0 )  =  z Vx y ( M ° )  A  11b ( 2 ) ) v  (i i a ( ° )  a  |1b ( 3 ) ) v  ( - L ( O )  a  H b ( 4 ) ) v  i b ( ° )  a  Mb(5)) =

= (0,4 A 0 )V (0,4 A 1) V (0,4 A 0,6) V (0,4 a  0) = 0 v  0,4 v  0,4 v  0 = 0,4

siguiendo el procedimiento anterior se completa el resultado de 
A (:)Bque, como observamos es un número borroso no normal, como ya
viéramos anteriormente.

6.6.2. División de números borrosos en R+

En R+ resulta más sencillo realizar la división de A por B, simplificán­
dose [6.17] a:

A„ (:) Ba = ada) a2(q)
b2(a) ’ b^a)

[6.19]

Ejemplo.
Dados: Va e [0,1]

A¡( =[3a + 1,-1a + 5] y b „ = [2a + 2,-3a + 7]

Aa (:) Ba = ' 3 a + 1 -1a + 5"
_-3a + 7 ’ 2a +2

para a = 0

y b1 -0
=> A (:) B ="-(J "=o

1 5
7 ’ 2

Se debe tener presente que siendo Ba = [bi(a), b2 (a)] los límites del inter­
valo divisor - tanto bi(a) como b2 (a) - deben ser distintos de cero, pues 
sino tendríamos como resultado un intervalo para el nivela que va des­
de -oo hasta Veo.



6.6.3. División de números borrosos por un número real

Va e [0,1] y keR;k^0

Min 3i(«) a2(a) 
k ’ k Max a^a) a2(«)l 

k ’ k J [6 .20]

En este caso dividiremos los límites de cada a-corte por un número real 
k, eligiendo el mínimo y el máximo valor resultante para definir los lími­
tes inferior y superior respectivamente.

Ejemplo.
Dados:
A0 = [-2, 8] y k= -3

-8  2
3 ’ 3

Ao (:) k  = Min| — , —  ], Max —  
- 3 - 3  - 3 - 3

Además, podemos efectuar la división de un número borroso por un 
real dividiendo la función característica de pertenencia por dicho real; 
por ejemplo, si:
A = [6a-2, -4a+8] y k=2

6 a r - 2  - 4 (2  + 8 

2 ’  2
,  2 4 83 a — ,— CC + — 

2 2 2
= [3a -  1 -2a  + 4]

6.7. Distancia entre dos números borrosos

La distancia entre A y  B , es igual a la suma de la distancia a la izquierda
y a la derecha que existe enfie ellos. Gráficamente, lo que se obtiene co­
mo resultado es la suma de las dos áreas que representan las distancias a 
la izquierda y a la derecha de A y B como veremos más adelante.
Ahora definiremos la distancia a la izquierda y a la derecha entre dos 
números borrosos, para luego obtener la distancia total entre dos núme­
ros borrosos .

Distancia a la izquierda: podemos definirla como la diferencia que existe 
entre la función izquierda de un número borroso determinado y la fun­
ción característica de pertenencia izquierda de otro número borroso con 
el cual se compara, comprendiendo tocios los intervalos de confianza allí 
incluidos, representaria por la zona sombrearia en la figura 7.

cI|(a , b )=  JlaácO-bácOlda [6.21]
a - 0



í-l(x) .

Figura 7. Distancia a la izquierda

Distancia a la derecha, podemos definirla como la diferencia que existe 
entre la función característica de pertenencia derecha de un número bo­
rroso determinado y la función característica de pertenencia derecha de 
otro número borroso con el cual se compara, comprendiendo todos los 
intervalos de confianza allí incluidos, representada por la zona som­
breada en la figura 8.

cíd(a ,b )= J|a2(oc)-b2(ct)|dct [6.22]
c/=0

Gráficamente:

Figura 8. Qstanda a la deredna

Concluimos que la distancia total entre dos números borrosos se define 
como:

distancia entre A y B => d, ,=dl. . +dD, , [6.23]

las que están representarias en la figura 9 por la zona sombreada.



Figura 9. D  stand a total entre dos núrreros berréeos

Ejemplo.
Siendo:
Aa=[4oc-5,-5 a+4]
Bu=[5a-3,-2a+4]
Calcularemos la distancia entre B y A estando, como observamos en la 
figura 9, A a la izquierda de B.

d|(b , a )= J|5u - 3 - (4a - 5)|da = J|a + 2|da (1)
0 o

dD^, a )= J|- 2a + 4 - (-5a + 4)|da = j|3a|da (2)
0 0

Buscando la fórmula a través de cuya derivada se obtiene la í  de la in­
tegral:

(1) — a 2 +2a = F =>l + 2 = - 2 ‘ 2 2
(2) - a2= F = d -

2 " 2
5 3 8 .= — + — = — = 4 
2 2 2

dB

Del mismo modo, si estuviera B a la izquierda deA,

d^A, b )= J|-a-2|da
0

(1)

dü(A, b )= J|- 3ot|dtx
n

(2)

Buscando la fórmula a través
tegral:

1 + 2 = ®2 2
(1) ^a 2+2a = Fx^

(2) — a2 = F => —
V 2 x 2



Entonces: 
5d A, B 3 = 8 

2 2
4

Desarrollaremos a continuación la resolución del ejemplo anterior me­
diante la geometría analítica.

Como puede verse en la figura 9 la diferencia en este caso está dada por:

1) a la izquierda el área de un trapecio con altura igual a 1, por lo tanto 
su cálculo consistiría en el promedio de las bases tomadas en el ejex y 
a=l; es decir,

(— 3 — (—5)) + (2 — (—1)) _ 2 + 3 _ 5 
2 2 2

2) a la derecha el área de un triángulo, donde sus medidas son:
3

base = [2-(-l)] sobre a=l, altura = 1, área = —

Por lo tanto: d (b, a)= -  + - = 4

Veamos otro ejemplo partiendo del siguiente gráfico:

-7 -5 0 4 8

F igu ra  10. E jem p lo  de d istancia

Dadas las correspondientes funciones características de pertenencia: 
á(x) = 0 si x < -7

_ x + 7
= si -7 < x < 2

_ x ~ 4  si 2 < x < 4
-2

= 0 4 < x
Entonces a  = (x + 7): 9 
Por lo tanto a.,(a) = 9 a-7



|.i(y) = 0 si y<-5
y + 5

= L Y ~  S i -  5 < y < -3

= y-8 si -3 < y < 8

-11
= 0  8 <y

Luego obtenemos los a-corte para cada nivel a de A, para ello obtene­
mos la función de x que determina los límites inferior y superior de di­
cho intervalo de confianza: 
si

_ X + 7 
“  ~ 9

a t(a)  =  9 a  -  7

_ x-4 
- 2

a2(a) = -2a + 4
entonces

Ai( = [9a - 7,-2a + 4]
A continuación efectuamos el mismo procedimiento para B:

x +  5

h ( a )  =  2 a  -  5
-11

b2(a) = -11a + 8

B,t = [2a - 5,-11a + 8]

Una vez realizados estos procedimientos, podemos calcular la distancia 
entre A y  B, para ello aplicamos [6.21]:

di (a , b ) = J |9a - 7 - 2a + 5|da = { |7a - 2|da =

-j|7a-2|da+ í|7a-2|da = - + —  = —  
J ' 1 V  1 7 14 14

ód(a , b ) = J  |- 2a + 4 +11a - 8|da = J  |9a - 4|da =
0 o
%  1

= | |9a - 4|da + J |9a - 4|da = -̂  +

dÍA,B)= —  + — = 4,3492 L ’J  14 18

Realizaremos determinados cálculos auxiliares en base a las funciones 
características de pertenencia para facilitar la comprobación del resulta­
do:



Si a p lica m o s in tegra les  a la  fu n ció n  7a -2  ob ten em o s la fu n ció n  de origen  

— a 2 -2a y así o b ten er el área q u e  d eterm in a la  d istan cia  en tre  am bos

n ú m ero s b orrosos.

p a ra  a  =  0 

2
p a ra  a =  — 

2
p ara  a  =  — 

p ara  a  =  1

F(opO

— f - í - 2 — - -2 \ 1 )  7 7
F __2
p/7r  7

F(1) = —-2 = —(1) 2 2

2
7

25
14

D el m ism o  m o d o , p ara 9 a -4  la fu n ció n  de o rigen  es: — a2 - 4a

p ara  a  = 0 F (o)=0
'I

4 8 8
p a r a a = -

2 { 9 J ” 4 ' 9 “ 9
>

9
4 p  8 >

p ara  a  = —
25

p ara  a  = 1 p  9 . 1Fhl = —  4 = —d) 2  2
18

C on  esto s d atos realizam o s la  co m p ro b a ció n  a través de la  su m a  d e las 
áreas de lo s trián g u los antes d eterm in ad os:

„  2  ̂ 5
2 — 5 -

7 + - 7
2 2

4_ Q _ ± _  25^ 25 Ú3 
2 14 + 14 + 18 + 18

4,3492

C a b e  reco rd a r q u e la su p erfic ie  de u n  trián g u lo  está  d eterm in a d a  por:
' base - altura

A rea =  -----------------, d ond e la b ase  la  m ed im o s en el e je x o en  a = l  y  la

a ltu ra  co rresp on d e a la in tersecc ió n  de las fu n cio n es características  de 
p erten en cia .

6.8. Mínimo y máximo de dos números borrosos

6.8.1. Máximo de dos números borrosos

El m áx im o  d e d os n ú m ero s  b o rro so s es otro  n ú m ero  b o rro so  com p u esto  

p or lo s m a y o res  valo res de x p ara  ca d a  v alo r de a . P ara  ello  co m p ara­
m o s e n  ca d a  a - corte  los v a lo res ai, bi y a 2/ b2 e lig ien d o  el m ay o r en  cada 
caso , así o b ten em o s el A„ d el m á x im o  de dos n ú m ero s borrosos.



[6.24]Max(A, b )= Max[(a.,(a), a2 (a)), (b1(a),b2(a))] =
= {Maxfa^a), b^a)], Max[az(a), b2(a)]}

Otra manera de obtener el máximo de dos números borrosos es operar 
con las funciones características de pertenencia, desarrollamos el méto­
do basándonos en el siguiente ejemplo:

dados
A = [l + 6a,9-2a]
B = [3 + 2,5a,10 - 4,5a]

B A

1 ,'A
0,9 bi /  K
0,8 f  /  \

07 /  / \  \
0,6: .. ....... y. 0,57

0,5 N\

0,4.
04

0,3! a, /  , \7 ,  Oí

0,2i /  /
\ \
X \

1 X \ \
0,1 ; /  f . \ 2 :

ío 1 2  3 4 5 6 7 8 9

Figura 11. Máximo de dos números borrosos

Primero hallamos las intersecciones de las funciones características de 
pertenencia tanto izquierda como derecha, para determinar cuales son 
los límites máximos de los números borrosos comparados; en el ejem­
plo:

l+6a=3+2,5a
a=0,57

Siendo para dichos puntos de intersección: 
x=l+6.0,57

9-2a=10-4,5a
a=0,4

x=9-2.0,4
x=4,42 x=8,2

Resultando entonces: 
A v B  = [3 + 2,5a,10-4,5a]

= [3 + 2,5a,9 - 2a]
= [i + 6a,9 - 2a]

0 < a < 0,4 
0,4 < a < 0,57 
0,57 < a < 1



C o m o  se p u ed e ver, to m am o s p ara  cad a seg m en to  d efin id o , la p arte  de 
cad a  nú m ero  b o rro so  que está  a la  d erech a  del otro, es d ecir, el q u e  tiene 
u n  m ay o r v alo r d e x p ara un cierto  a .
A d em ás, p ara  ca lcu lar el m á x im o  d e dos n ú m ero s  b o rro so s p od em os 
u tilizar la fórm u la :

úavb(z)= z_v J m x) a My)) ^ -25̂

E n este  caso  h a lla m o s un v a lo r z q u e  su rg e  d el m áx im o  v alor en tre  un  x 
e y  d eterm in ad o s, s iend o el v alo r gAvB(z)e l m ín im o  v alor d e g q u e  co­

rresp o n d iera  a x o y, resp ectiv am en te .
V ea m o s u n  e jem p lo  en  Z: 
s ien d o

-1 0 1 2 3 ' y -2 -1 0 1 2 3
0 0,2 1 0,3 0 B 0 0,3 1 0,3 0,6 0

E l m á x im o  estará  d ad o  por:

1 1

0 , 1

0,8 1
0 ,7 1
0,6 1 1
0,5 1 1
0,4 1 1

0,3 1 1
0,2 1 1 1

0,1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1

-2 -1 0 1 2 3
0 0 0,2 1 0,6 0

C álcu lo  de los v alo res d el e jem p lo : 
p ara  z =  -1: gAvB( -1) = v (0 a 0)= 0

D el m ism o  m o d o , p ara  z = 0 : g A/B(o) = v (0,2 a 0,3) = 0,2 

P ara  z = l :  g AvB(i) = v [(0,2a 0,3)(1a 1)] = 0,2 v 1 = 1
1v0

P ara z = 2 : gA. B(z) = v [(1a 0,6) (0,3 a 0,3)] = 0,6 v 0,3 = 0,6
2 - 1



Y por ú ltim o , p ara z = 3 : |liA,B(3) = v [(0,3 a 0),(0 a 0,6)] = 0  v 0  = 0

3 , 2

6.8.2. Mínimo de dos números borrosos

En caso de op erar con  R, el p ro ced im ien to  con siste  en  el in v erso  del 
a n terio rm en te  d esarrollad o :
A = [a1(a ),a 2 (a )J B = [b1(a ),b 2 (a)]

r ' [6.261
Aa B = [a^a) A^fal.ajla Ab2(a))J
G ráficam en te , p ara cad a área  o seg m en to  d efin id o  en las in tersecciones 
se tom a la  p arte  del n ú m ero  b o rro so  u b icad o  m ás hacia  la  izqu ierd a.
El m ín im o  de dos n ú m ero s  b o rro so s  tam b ién  p u ed e ca lcu larse  m ed ian ­
te:

z )=  V |fiA(x) a  fiB(y) [6.27]

1 1
0,9 1
0,8 1 1
0,7 1 1
0,6 1 1
0,5 1 1
0,4 1 1
0,3 1 1 1 1
0,2 1 1 1 1
0,1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1

-2 -1 0 1 2 3
0 0,3 1 0,8 0,3 0

E jem p lo  d e M ín im o d e n ú m ero s  bo rro so s

R ealizad o  m ed ian te  el análisis  de los in terv alos de con fian za  u tilizan do 
[6 -26]

B -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
0 0,3 0,6 0,8 1 0,7 0,4 0,1 0

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0,3

o" 0,6

G-no" 1 0,8 0,5 0,3 0,1 0

Va e [0,1]

A,, a  B„ = [(a,(a), a2(a)) a  (b^a), b2(a))] = [(a^a) a  b^a)), (a2(a) a  b2(a))]
122



1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
O

1
1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1

1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

-5 -4 -3 -2 -1 Oj 1 2 3

Para a = O
A0 a  B0 = [-3a0,9a18] = [-3,9] 
Para a = 0,1
A0,i a  B., = [-2a1,8a7] = [-2,7] 
Para a = 0,2
A o,2 a  B o,2 = [-a 1 ,8a 6] = [-2,6] 
Para a = 0,3
A o,3 A B o,3 = [-2a1,7a6] = [-2,6] 
Para a  =  0,4
A 0,4 a  B oa =  [-1a 2,6a 6] = [-1,6] 
Para a  = 0,5
A0/5 a  Bo,5 = [0a2,5a5] = [0,5] 
Para a = 0,6
Ao,ó a  Bo,6 = [0a2,4a5] = [0,4] 
Para a = 0,7
A0,7 a  Bo,? = [1a3,4a5] = [1,4] 
Para a = 0,8
Ao,8 a  Bo,s = [1a3,3a4] = [1,3] 
Para a = 0,9
A o,9 a  B o,9 = [1a4,2a4] = [1,2]
k) Para a = 1
A, A B, = [2a4,2a4] = [2,2]



1 1
0,9 1 1
0,8 1 1 1
0,7 1 1 1 1
0,6 1 1 1 1 1
0,5 1 1 1 1 1 1
0,4 1 1 1 1 1 1 1 1
0,3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 CJl 6 7 00

En caso de que existan intersecciones entre las funciones lineales de los 
números borrosos comparados para 0 < a < 1 debemos analizar median­
te un gráfico la parte de cada número borroso que se convierte en míni­
mo o en máximo respectivamente.

-7 -5 0 4 8

F igura 12. M áx im o y m ín im o de dos núm eros borrosos

En la figura 12 observamos que entre A y B , en el tramo 1, A es menor 
que B ; en el tramo 2, B es menor que A ; en el tramo 3 B es menor que 
A ;y por último en el tramo 4 A es menor que B.
Es decir, se observa que el mínimo de A y B no es ni A ni B , sino un 
número borroso más pequeño que A y más pequeño que B . De la mis­
ma manera el máximo de A y B no es ni A ni B , sino un número borroso 
mayor que A y mayor que B .
Dadas las siguientes funciones características de pertenencia correspon­
dientes a A y B



ú(x) = 0 si x < -7
x + 7 

9 Si - 7 < x < 2

x -4 
- 2

si 2 < x < 4

= 0 4 < x

h ( y )  =  o si y < -5
X + 5 

2 si -5  < y < -:

_ x - 8  

_ - 1 1

si - 3 < y < 8

= 0 8  < y

Como primer paso calcularemos las intersecciones entre las funciones 
izquierda y derecha respectivamente cié ambos números borrosos.

Izquierda 
9a-7 = 2a-5 

9a-2a=7-5 
7a=2

derecha 
-2a+4 -  -lla+8 

-2a+lla=8-4 
9a=4

De donde obtenemos los siguientes valores de x, que en la figura 12 está 
marcado con trazo grueso.
x = 9 ---7  = -4,4 x = -2- —+ 4 = 3,1

7 9

De este modo obtenemos el mínimo de ambos números borrosos.
A,( ( a)B(( = [9a -  7,-2a + 4] 0 < a < 2/7

= ¡2a - 5,-2a + 4] 2/7 < a < 4/9
= [2a-5,-11a+ 8] 4/9 < a < 1

Caso especial: donde no existen intersecciones entre las funciones linea­
les de los números borrosos comparados para 0< a < 1, el procedimien­
to se simplifica ya que para determinar el mínimo sólo debemos elegir la 
función que se ubique más a la izquierda y para el máximo la que se en­
cuentre más hacia la derecha.



Ejemplo.
Aa = [4a-5,-5a+4]o¡1 si x<-5

x + 5
4 si -5 < x < -1

x I
^

 1ii si -1 < x < 4
5

= 0 4 < x

Ba = [5a-3,-2a+4]
0 si x < -3
x + 3

5 si -3 < x < 2

4 -x si 2 < x < 4
2

0 4 < x
Intersecciones 
4a-5 = 5a-3 
4a-5a = -3+5 
-a = 2 =>/3 a = 0

-5a+4 = -2a+4 
-3a = 0

El mínimo es A y el máximo es B porque no hay intersecciones tal como 
se comprueba en la figura 13.

A  B

Figura 13. Caso  especial de máximo y minimo

Entonces:

A v B  = B y A a B = A



Los números borrosos, a diferencia de los reales, tienen una estruc­
tura de orden parcial y no total, salvo el caso en que, dados \  = [ai(a), 
a2(a)] y Ba = [bi(a), b2(a)], se verifique que para todo nivel dea ai (a) < 
b|(a) y a2(a) < b2(a), entonces decimos que ambos números borrosos son 
comparables y que A < B

Veamos un ejemplo: 
dados:
Aa = [4a-5,-5a+4]
Ba = [5a-3,-2a+4]

Figura 14. Clasificación de N B  comparables.

Se comprueba, como observamos en la figura 14, la condición antes 
enunciada; por lo tanto A < B.
De no darse esta situación, existen otros criterios para establecer la clasi­
ficación en un orden total de uno o más números borrosos.
El primer criterio consiste en, dados n números borrosos A1, A 2, A a-•■ An se

calcula su máximo A Max que será igual al máximo entre los números bo­
rrosos considerados, es decir AMax=Ai< )A2(. ) ( )An aplicando lo visto en
[6.8], Luego calculamos la distancia de cada número borroso respecto 
del máximo antes establecido, el que tenga menor distancia será el ma­
yor de los números borrosos y así sucesivamente hasta clasificarlos en 
orden decreciente. Otra forma de obtener un orden total consiste en cal­
cular el número borroso mínimo AM¡n=A < 2A ( i < o A y obtendremos de
este modo una clasificación en orden creciente.
Otro criterio más sencillo es el siguiente: se toma un número real (R) 
cualquiera, con el que se comparan los números borrosos, y se calcula la 
distancia entre cada A, y el número real elegido, donde el que tenga
menor distancia será el número borroso mayor.



m A b  R

Si:
R=10
A = [2a-l, -5 a+ 6 ]

B =[4 a-2, -2 a  +4]

La clasificación enfie A y  B será:

i(a ,io )|_ 11 + 9 
2

= 1 0 dD(A,1 o)l= 4  + 9  = 6,5 
2

d(A,101=16,5

i(b ,io ) _ 1 2  + 8 = 1 0 CL o nS
T"

0

8  + 6 CL 45
^

0 = 17
2 2

=> d (a  1 o) ( d (b ,1 Cl) => A ) B

Por último, en el caso de números borrosos triangulares (que 
analizaremos en 6.10), consideramos la expresión a = (ai+ ^ 2 +a^

llamado número real asociado al NBT, que es igual a la mitad de la 
distancia entre el número borroso y cero.
Por lo tanto, dados A= (ai, a2 , a.3) y B= (b|, b 2 , b?), si 
(a1 +2 a2 + a3)  ̂ (b1 + 2 b2 + b3) ^  ^  < g 

4 - 4
Veamos un ejemplo: 
dados:
A = (1 ,3 , 6 )

B =(-2, 4, 5)

Obtenemos: 
(1 + 2 3 + 6 )

4
3,25 y

(-2 + 2-4 + 5) 
4

= 2,75 => A > B



En todos los casos si dos o más números borrosos tienen igual distancia 
al A Max o a un real determinado, consideraremos otro criterio, como por
ejemplo elegir como más cercano al número borroso que tenga el mayor 
valor de x para a = 1.

6.10. Números borrosos triangulares

6.10.1. Concepto

Un número borroso triangular (NBT) es aquel cuyas funciones caracte­
rísticas de pertenencia son lineales. Es decir, es un número borroso en el 
que sus límites V0 < a < 1 están representados por |J, lineales, y cuando 
a = 1, dichas funciones se intersectan.

donde sus funciones características de pertenencia son:
Va e [0,1]

= [(^2 “ ai)a + 31 > (a2 — a3 )a + 3̂ j [6 28]

el primer sumando del límite superior del intervalo \  es negativo de­
bido a que es la pendiente de la función característica de la derecha del 
NBT.
Expresado a través de su función característica de pertenencia, el NBT
sera:
Vx e R
nAoo=° si X < a,

x- a.
^ (X)= a ,-a ,

si a 1 < X < a2

-x  + a,
»V X)=a ,-a ; si a2 < X < a 3

H A(x) = 0 si X > a 3



Un NBT también puede expresarse como un número impreciso, que 
hemos definido en [3.2],
A = (a^a^ag) siendo a, < a2 < a3

El NBT se caracteriza porque su valor central tiene un nivel de presun­
ción igual a uno mientras que el nivel de presunción de sus exfiemos es 
igual a cero.
Las operaciones y propiedades de los NBT son iguales a las vistas para 
los números borrosos en general.
Ejemplo de NBT:
A = (1,3,6)

donde
a¡=l a2=3 a3=6
Va e[0,l]
^  = [(3-l)ar + l , (3 -6 )a  + 6]

= [2a + 1,-3a + 6 ]
si calculamos la inversa de estas dos funciones, obtenemos las funciones 
características de pertenencia:
V x e R

si X <1

. . x -1
r . < x > = ~ r

si 1 < X < 3

. . 6 -  x si 3 < X < 6

H # < x > = ° si 6 < X

6.10.2. Operaciones con NBT

Siendo A y B dos NBT:
a) Suma
A(+)B = (a 1,a2 ,a3 )(+)(b1,b2 ,b3) = (a1 +0 ^ 0 2  +b2 ,a3 +b3)

b) Resta
A (- )B  = (a 1,a2 la 3 )(-)(b1,b2 ,b3) = (a 1 - b 3 ,a2 -b 2 ,a3 - b,)

c) Complemento 
A~ M ^ -a .-a ,)
d) Multiplicación por un número real, donde K e R 
k(.)A = k(.)(a1,a2 ,a3) = [Min(K.a1,k.a3 ),k.a2 ,Max(K.a1lk.a3)]



Las operaciones hasta aquí descriptas arrojan como resultado un NBT, 
pero no ocurre lo mismo con A (.) B , A (:) B , A (a ) B y A(v) B.

Ejemplos:
Siendo
A = (1,3,6) ,B  = (-2,4,5) y k=3

A(+)B = (-1,7,11)

A (- )B  = (1 - 5,3-4,6 + 2) = (-4-1,8)

A ' = (-6 ,-3,-1)

k(.)A = 3(.)(1,3,6) = [M in(3,18), 9, Max(3,18)]= (3,9,18)

6.11. Números Borrosos trapezoidales o trapeciales

6.11.1. Concepto

El número borroso trapezoidal (NBTr) se caracteriza porque, paraa=l, x 
no es igual a un número real como el los NBT, sino que es igual a un in­
tervalo determinado.

Figura 17. Número borroso trapezoidal

Definimos el intervalo de confianza para cada nivel dea, que varía entre 
Oy 1.

A a  = [(a2-ai)a + ai’(a3~a4)a + a4] [6.29]
su función característica de pertenencia es: 
Vx eR

jllA(x) = 0 si X < a.

lM x> =
(x-3i)
a, - a,

f lA(x) = 1

-x + a,

si a1 < X < a 2

si a 2 < X < a 3

si a 3 < X < a 4



|XA(x) = O si x < a4

y podemos definir el NBTr a través de sus vértices como: 
A  = (a.,, a 2, a 3, a 4)

Ejemplo:

siendo A = (-1,1,3,4)/ definimos a sus vértices como:
ai=-l a2=l a3=3 a4=4
en forma general, su intervalo de confianza será:
A „ = [(1 + l)a  - 1,(3 - A)a + 4]

A(/ = [2a  - 1 - a  + 4j 
y en forma particular:
Ao = [-1.4] y A, = [1,3]
Definimos las funciones características de pertenencia como: 
Vx eR
H,(x) = 0 si X < -1

/ C «  T x +1
si -1 < X < 1

^«W = 1 si 1 < X < 3

//A(x) = -X+4 si 3 < X < 4
HA(X) = ° si X > 4

6.11.2. Operaciones con NBTr

dados los NBTr:
A = (a 1,a 2 ,a 3 ,a 4) y B = (b1,b2 ,b3 ,b4) 

Suma
A(+)B = (a 1 +b1,a 2 +b2 ,a 3 +b3 ,a 4 +b4)

b) Resta
A (- )B  = (a, - b 4 ,a 2 - b 3 ,a 3 - b 2 ,a 4 - b 4)

c) Complemento
A = (~a4,—a3,—a2 a4)



d) Multiplicación por un real
k(.)A = k(.)(a1,a2,a3,a4)= [Min(K.a1,k.a4 ),Min(K.a2 ,k.a3 ),Max(K.a2,k.a3 ),Max(K.ai,k.a4)]

Las operaciones hasta aquí descriptas arrojan como resultado un NBTr, 
al igual que en los NBT las restantes operaciones no lo hacen.
Ejemplo: 
dados los NBTr:
A = (-1,1,3,4), B = (2,4,5,6) y K=2
A(+)B = (-1 + 2,1 + 4,3 + 5,4 + 6 ) = (1,5,8,10)

A (- )B  = (-1 - 6,1 - 5,3 - 4,4 - 2) = (-7,-4,-1,2)

A = (-4,-3-1,1)

2 () A = 2(.)(-1,1,3,4) =
M¡n(2 x -1,2 x 4),Min(2 x 1,2 x 3), " 
Max(2 x 1,2 x 3),Max(2 x -1,2 x 4)

= (- 2,2,6,8)

6.12. Números Borrosos Simétricos:

6.12.1. Concepto

Un número borroso simétrico (NBS) es aquel en que sus funciones carac­
terísticas de pertenencia a la izquierda y a la derecha son equivalentes 
con la excepción de la pendiente, que será positiva y negativa, respecti­
vamente; además, la distancia entre el límite inferior y el valor central es 
igual a la distancia entre éste y el extremo superior,
a) Primer caso: un subconjunto no borroso es un caso especial de núme­
ro borroso en que Vx, //A(x) = 1; así:

Vx e R

HaM = o si X < -a

//A(x) = 1 si -a < X < a

>

II O si X > a

M-,1

-a õ I a

Figura 18. Subconjunto ordinario.



b) Segundo  caso: un  N B T  sim étrico.
v/x gR
| J,a ( x ) = 0 si X < -a

x + a x „
0  + a a
-x + a -x ,------ = — + 1
a-  0  a

si -a < X < 0

si 0 < X < a

H a < X > =  0 si X > a

Figura 19. NBT simétrico

c) Tercer caso: un N B T r  sim étrico.
Vx g R

j j ,a ( x ) = 0 si X < -b

x + b 
-a + b

x + b 
b - a

si -b < X < -a

/O x> =
-x + b 
b - a

|TA(x) = °

si -a < X < a 

si a < X < b 

si X > b

" 7 !  ' «\ í \
/  i ; \

/ ; 
/  í 

/  i ! \
* \/  ! / l í \

-b - a  0 a b :

Figura 20. NBTr simétrico



6.13. Generalización de número borroso o número 
borroso estándar de Dubois y  Prade

6.13.1. Concepto

El número borroso de Dubois y Prade (NBLR) es aquel cuyos límites no 
están determinados por rectas; para distinguirlo cié los números borro­
sos no estandarizados llamaremos (p̂   ̂ a la función característica de per­
tenencia, que será:

(p ^  = Fy(x') si -oo < x < O

(p  1 si x = O

= Fd(x') si O £ x'< x
y su representación gráñca:

i ! <p„.

Figura 21. Número borroso de Dubois y Prade

Como trabajamos ahora con valores estandarizados, el valor central, 
donde (p( =1, o donde a=l se traslada a x =0, es decir que la función a
la izquierda de dicho valor, denominada Fy(x')/ queda representada en 
valores negativos de x mientras que la función a la derecha de x', dada 
por Fd(x'), por valores positivos.
El NBLR siempre cumple con la característica de que Fy(x') es monótona 
creciente y Fd(x') es monótona decreceinte.
Expresado como valores no estandarizados, si definimos a los paráme­
tros Va y Ma como la dispersión respecto del valor central nw, respecti­
vamente; la función característica del NBLR es igual a:

A A (x> = F{ n Í r )  si < x < mA

//A(x) = 1 si x = mA

JLlh (x) = Fd( ^ “ ] si mA < x < ce



Figura 22. Número borroso de D ubois y Prade.

6.13.2. Operaciones con NBLR

Podemos decir, para NBLR que tengan la misma función de referencia:
A = (MAlmA,V A) y B = (MBlmB,VB)

que:
a) Suma
A(+)B = (Ma +MB,mA +mB,VA + VB)

b) Resta
A (- )B  = (Ma -M B,mA -m B,VA - V B)

c) Complemento 
A = (V rt ,-mA,MA)

d) Multiplicación por un real
K (.) A = K(.)(M A,mAlVA) = (K.MA,K.m A,K. V A), si K > 0

K (.)A  = K(.)(M AlmA,VA) = (K.MA,-K.mA,K. V A) ,  si K < 0

siendo todos los resultados NBLR, situación que no se cumple en las 
demás operaciones.

6.14. Haz de números borrosos

6.14.1. Concepto

Si hay una cantidad n de observadores de un mismo objeto o hecho, 
donde cada uno, en forma subjetiva, forma un número borroso A , ,

Vi = 1,2,3,-• ,n, dando su opinión sobre el hecho u objeto; entonces llama­
mos haz de números borrosos al conjunto de A¡ . Para lograr objetivi­

dad, a través de la subjetividad de todos los observadores, debemos 
buscar aquel A que sea más representativo de A, .



El A más representativo será el número borroso medio, con la aclaración
de que a cada observador habremos de asociar un peso relativo equiva­
lente.

m
6.14.2 Número Borroso Medio A

Va

m
A„ =

y Vi e [1,2,3,'--.n] 

¿A , i (a) ¿ A 2 ¡(a) m m
ai(a), a2(a)

[6.30]
m

donde llamamos a ¡(a) al promedio de cada uno de los extremos de los 
intervalos Ar/.
Ejemplo:
dados
A^a) = [1 + 6a,9 - 2a]
A2(a) = [3a-1,-2a + 4]
A3(a) = [a + 2 ,-a + 4]
tenemos que: 
m
A„ = 1 + 6a + 3a-1 + a + 2 9- 2a -2a + 4- a + 4

3 3
~2 + 10a 17 - 5a "2 10 17 5— + —  a,-----a[3 3 3 33 ’ 3

m
A„ =

Como vemos, lo que hemos hecho es sumar las funciones, en este caso 
lineales, de cada uno de los números borrosos y luego lo dividimos por 
el total de números borrosos tomados, es decir, obtuvimos la media 
aritmética simple de los números borrosos, que arroja como resultado 
un número borroso promedio de todos los números borrosos estudia­
dos.
Es decir

Ai 7

7 8 9

Figura. 23. Haz de números borrosos.



Ahora bien, ¿qué ocurre si cada número borroso observado posee distin­
to peso relativo comparado con los demás, debido a que del total de ob­
servadores, más de uno coincidió con el mismo A,, o que los observado­

res poseen distintos grados de conocimiento y se considera que la opi­
nión de alguno de ellos tiene mayor importancia que las de los demás, y 
que la misma es cuantificable razonablemente?
En este caso, definimos para cada i=l,2,3,...,n una ley de probabilidad 
pr(¡) que represente su peso relativo. Así obtenemos un número borroso
al que llamaremos A, siendo A„ sus intervalos de confianza.
Entonces:

A„ X 91 X '(<*) X Pr(l)’X a2 X K«) X PE)
. 1=1 1=1 [6.31]

m _
Como se puede observar, el A„ es un caso particular de A„, con la parti­
cularidad de que el peso relativo de cada número borroso, en este caso 
es igual.
Si todos los observadores tienen el mismo peso relativo, el valor pi|¡) es
constante, por lo cual puede ser simplificado en las sumatorias, entonces 

m _
comprobamos que A„ es un caso particular de A„.

£ a 1 xi(a) X a2 xi(ar)
A  u =

m
= A,.

m
A„ = A«
si continuamos el ejemplo anterior, y definiendo a las pi<¡) como: 

1 1 1
Pr(if

Ã,, =

Ã„ = 

Ã„ =

pi-(2)= P r (3) = -

-(1 + 6o) + - (3 a- 1 ) + - ( a  + 2 ),- (9 -2 o ) + -(-2o  + 4) + - (- a  + 4) 
2 4 4 2 4 4
"i 0 3  1 1  19  i „ i ;
2 4 4 4 2 2  2 4
3 13 7— + 4c?,----- a
4 2 4



Capítulo 7

Números híbridos

7.1. Concepto y representación

Son aquellos que permiten asociar datos borrosos (como núme­
ros borrosos) y datos aleatorios (variables aleatorias o números 
aleatorios). Se logra relacionar la incertidumbre con el riesgo, es de­
cir la borrosidad con la aleatoriedad sin perder información.

Dado un número borroso A, que está incluido en R, es posible
trasladarlo en una distancia 1, que sería hacia la izquierda si 1 < 0 y a 
la derecha si 1 > 0.

El procedimiento consiste en sumar a cada intervalo de confian­
za, para cada nivel a un valor ± 1 , que generará la traslación a la 
izquierda o a la derecha del número borroso aplicando [6.6].

Como estamos sumando intervalos de confianza, el número pre­
ciso o cierto 1, adopta la forma [1,1].

En caso de trabajar con la fórmula Maximin vista en 6 .14 aplicable tanto 
para números reales como para números enteros, decimos:

Aa (+) I = [a,(a), a2(a)] (+) [1,1]

M +)l = [ai(a)+l, a2(a)+l]

Donde:
ú1(y) = 0 si y * 1  

= 1 si y = 1



á ( x )

Pero qué pasaría si 1 en lugar de ser un número preciso fuera un número 
aleatorio L, cuya ley de distribución de probabilidad viniera dada por la 
función de densidad f(l).

/\
Esto hace que el número borroso ~ se encuentre sometido a una trasla­
ción aleatoria que dependerá de la f(l).

Llamaremos entonces al par ordenado (^,L) número híbrido, debido a 
que se forma con la suma de un número borroso y de un número aleato­
rio, manteniéndose ambos y sin perder la información de cada uno.
Un número híbrido se representa de la siguiente manera:

Af = A[+]L = A(j_l, f ) [7.1]

Siendo L un número aleatorio cuya función de densidad es fQ y, por lo 
tanto la densidad de la probabilidad del número A t viene dada por la
densidad de L, es decir por f(l).
Recordemos que jaw es la función característica de pertenencia de A y
que f es la función de densidad de probabilidad de L.
Sabiendo que A(+)l = [a^acn l,a2(aa+1] y que tiene como densidad de pro­
babilidad a L, podemos decir que:

g(Aa (+)0 = 9'íh (aa+1, a2 (aa+1]} = g(l) [7.2]

Entonces si L toma los valores en el intervalo [11, L], VIeR, obtenemos la 
siguiente figura, donde Afse traslada hasta los valores extremos b y b
siendo li<0 y b>0.



F igu ra  2. Núm ero híbrido

Es necesario aclarar que 11 y 12 pueden ser negativos, positivos o cero.

7.2. Operaciones con núp eros híbridos

7.2.1. Suma de números híbridos

a) S u m a de n úm eros h íbridos en  reales (R)

Para números reales, dados dos números híbridos (Ai,Li) y (A 2,1. 2), don­
de Li y Lo son dos números aleatorios cuya densidad de probabilidad 
viene dada por fi(Li) y f2 (L2).
La suma de estos dos números será:

(a 1,1., j[+]|a2,l2)= (ai(+)A2,l1(+),l2)= (a,l) [7.3]

Siendo:
(+) suma por convolución MaxiMin y (+)' suma por convolución suma- 
producto al igual que sucede para suma de leyes de probabilidad.

b) S u m a de n úm eros h íbridos u tilizan do la ecu ación  M axim in

h A i (t|A2<z ) V i z=x + y ■Ai<x>AhA2(y) [7.4]

además:
f(i)=  J f ,( i - :y - f2a )d ^

R

R
Esto es en el caso de que la variable aleatoria sea continua, ya que si se 
tratara de una variable aleatoria discreta, debería aplicarse:



Esto nos permite decir que un número borroso es un caso particular de 
un número híbrido, donde la traslación es nula, ya que el número preci­
so 1 es igual a cero.
Por ejemplo:
A =( A ,0) donde 0 es la variable aleatoria

P(l = o)=l
P(Uo)=l

A su vez, es dable sostener que el número aleatorio Lx, es un caso parti-
A = 0cular de un número híbrido, donde - , debido a que

P'x) = 1' cuando x = Es decir que Lx=(0,L).
Por ejemplo:
L=(0,L), donde 0 es un número borroso con función de pertenencia 

^  =1 si x=0 
U =0 si x̂ O

Un número real es un caso particular de un número híbrido:

a) Por ser un caso particular de número borroso 
r = (r,0) para r e R
y pr (x) = 1 si x = r y P(1=0) = 1

= 0 si x *  r P(U0) = 0
b) Por ser un caso particular de variable aleatoria 
r = (r,0)
y pow=l si x = r y P(1=0) = 1

= 0 s ix ^r P(U0) = 0
La suma [+] de números híbridos cumple con las propiedades asociativa 
y conmutativa, dado que lo cumple la suma de números borrosos y la 
suma de números aleatorios (+)'.
Esto nos permitirá sumar, con un orden arbitrario, números borrosos 
con números aleatorios y con números precisos.
Siendo:
A = número borroso
B = variable aleatoria cuya función de densidad es f(b)
C = número cierto
A[+]B[+]C = (A,0) [+] (0,B) [+] (0,C) =

= (A  ,B(+)'C) =

= (A(+)C,B)



0 1 2 3 4 5 6 7 >8
A = 0 0,1 0,3 0,4 1 0,8 0,7 0,3 0

0 1 2 3 4 5 6 7
Pr(b)= 0,1 0,1 0,1 0,3 0,2 0,1 0,1 0
C = 2 
Entonces:

<2 3 4 5 6 7 8 9 >10
Pr(b+c)= 0 0,1 0,1 0,1 0,3 0,2 0,1 0,1 0

de donde se deduce:

pr (A +b+c)= 2 3 4 5 6  7 8 9
0 0,1 0,1 0,1 0,3 0,2 0,1 0,1 = 0

Esto es así pues para obtener el número híbrido [2,10] se debe sumar el 
número borroso A, el real 2 y la pr(2)=0 según hemos definido al calcu­
lar pr(b+c), y como la densidad g(Af| = f(b) la probabilidad de ocurrencia 
de dicho número híbrido es entonces igual a cero.

Veamos ejemplos: 
a) Dados
A = número borroso
B = variable aleatoria cuya función de densidad es f(b) 
C = número cierto

0 1 2 3 4 5 6 7 >8
A = 0 0,2 0,6 0,9 1 0,8 0,5 0,1 0

0 1 2 3 4 5 6 7
Pr(b)= 0,1 0,15 0,2 0,25 0,1 0,1 0,05 0,05

^ x
-► P(x)

C = 2
Al sumar B y C obtenemos:

<1 2 3 4 5 6 7 8 9 >10
pr(b+c)= 0 0,1 0,15 0,2 0,25 0,1 0,1 0,05 0,05 0

x
P(x+C

Luego sumaremos A y obtendremos un número híbrido compuesto por
un haz de números borrosos con cierta probabilidad asociada, que se 
encuentra definida por f(b).



1. pr

2. pr

3. pr

4. pr

5. pr

6. pr

7. pr

8. pr

9. pr 

10. pr

X 1 2 3 4 5
t‘(X) 0 0,2 0,6 0,9 1

X 2 3 4 5 6
M(X) 0 0,2 0,6 o co 1

X 3 4 5 6 7
4(X) 0 0,2 0,6 o co 1

X 4 5 6 7 8
M(x) 0 0,2 0,6 0,9 1

X 5 6 7 8 9
Mix) 0 0,2 coo o co 1

X 6 7 8 9 10
M(X) 0 0,2 0,6 0,9 1

X 7 8 9 10 11
M(x) 0 0,2 0,6 0,9 1

X 8 9 10 11 12
M(x) 0 CNO 0,6 o co 1

X 9 10 11 12 13
Mix) 0 0,2 o a> o co 1

X 10 11 12 13 14
M(x) 0 0,2 0,6 0,9 1

6 7 8 9
1 0,8 0,5 0,1 0

7 8 9 10
1 0,8 0,5 0,1 0

8 9 10 11'
1 0,8 0,5 0,1 0

9 10 11 12
1 0,8 0,5 0,1 0

10 11 12 13
1 0,8 0,5 0,1 0

11 12 13 14
0,8 0,5 0,1 0
12 13 14 15
0,8 0,5 0,1 0
13 14 15 16
0,8 0,5 0,1 0
14 15 16 17"
0,8 0,5 0,1 0

= 0 

=  0,10 

= 0,15 

= 0,20 

= 0,25 

=  0,10 

=  0,10 

= 0,05 

= 0,05

14 15 16 17 18 
1 0,8 0,5 0,1 0 =  0

Si deseáramos trabajar con un único número borroso tendremos que cal­
cular la esperanza matemática del haz como vimos en 6.14.2 aplicando 
la ecuación [6.31],

c) Sea A un  n úm ero borroso  tr ian gu lar (N B T ) en R, con la sigu ien te  

fu n ción :

VxeR

|iAo<) = 0 si x < 0

= - x  si 0 < x < 4 
4

= 2 - — x si 4 < x < 8 
4

= 0 si 8 < x
_ Q

Y la variable aleatoria L, cuya función de probabilidad es: ^



f(D = 0 sil < -1

J  + 1 si — 1 < I < 3
16
8 - 1

= --- X si 3 < t < 8
20

= 0 si 8 < I

f(l) i  
0,26 j

1 2 3 4 5 6 7 8

F igu ra  3. Va riab le  a leatoria  L

Luego sumamos a A los valores I de L, con lo que obtendremos números
borrosos cuyas probabilidades de ocurrencia están dadas por la densi­
dad de A [+]L, y la misma es:

A[ + ]L I
= 0 si (l - 4,l,l + 4)< (-1,3,7)

= —  x s ¡ ( - 1 ,3,7)< (l - 4,l,l + 4 ) < (3,7,11)16
= si(3,7,1l)<(l-4,l,l + 4)<(8,12,16)

= 0 si(8,12,16)<(l-4,l,l + 4)

Explicación:
(0,4,8) + (-1,-1,-1) = (-1,3,7) que es el número borroso más bajo cuya pro­
babilidad es igual a cero
(0,4,8) + (3,3,3) = (3,7,11) que es el número borroso mayor probabilidad, 
la que es igual a 0,26
(0,4,8) + (8,8,8) = (8,12,16) que es el número borroso más alto cuya pro­
babilidad es igual a cero
y respecto a 1-4 y 1+4 los valores -4 y 4 son las distancias di y dd de A 
A (0,4,8)
Gráficamente:
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Figu ra  4. S u m a  de un núm ero borroso y una va riab le  aleatoria

7.3. Esperanza matemática

La esperanza matemática de un número híbrido es un número borroso 
compuesto por la suma del número borroso y un número real determi­
nado por la esperanza matemática de L.
Definiremos una función ow en R, monótona creciente y no negativa, 
donde X| y xa e R.
Si X2 > X] => G(\,)> G(v)
Entonces, a un segmento de R

y por lo tanto, para cada valor l, del número aleatorio e R y finito deci­
mos:

Los valores inferior y superior de este intervalo sólo dependen del, para 
un mismo nivel a, esto nos permite calcular la esperanza matemática del 
número híbrido:

Si definimos a la esperanza matemática del número híbrido (A[+]Lj como 
E„ (a [+]Lj podemos decir:

"[a, (u)+1]> ^ | a ; ( u ) [7.6]

y aplicando las reglas de integrales: 
= [a1(a)(+)E(L),a2(«)(+)E(L)]



Cabe destacar que al utilizar la esperanza matemática perdemos infor­
mación, pues reemplazamos una función probabilística por un número 
real.

7.4. Multiplicación de un número híbrido por un real

Vk *  0 y e R
En forma genérica decimos que:
Para k>0:
k • (0,L) = (0,k • L) donde g(k, i) = -■ f(i)

k
k-(A,°)= (a ,k • o )  donde nk.A(x,  =  nkJ ( £ )  

y para un número híbrido

k (a ,l )= (k A, k l )





C a p ít u l o  8

Aplicaciones de la matemática borrosa

Cada vez con más frecuencia escuchamos o leemos en la biblio­
grafía sobre gestión empresaria acerca de la complejidad que rodea 
a las organizaciones y sobre el marco complejo de incertidumbre en 
el que interactúan, que ha sido llamado de diversas formas: entor­
no cambiante, incierto, turbulento o caótico.

Otra caracterización interesante es aquella que sostiene que las 
organizaciones enfrentan mundos esquivos y rebeldes, siendo los 
primeros semiabiertos y no matematizables; mientras que los se­
gundos son difícilmente predecibles y existe prevalescencia de la 
duda (Pavesi).

Si bien coincidimos con que el medio ambiente que enfrentamos 
está totalmente impregnado de incertidumbre, que lo normal es el 
cambio, y que la sobreinformación reinante nos impide saber con 
precisión hacia dónde vamos, no compartimos los métodos ac­
tualmente utilizados para facilitar la toma de decisiones en dichas 
condiciones.

Ante esta situación no resultan aplicables las técnicas clásicas 
porque "para poder abordar los problemas de índole económica y 
social, ya no son suficientes los conocimientos basados en la lógica 
formar' (Gil Lafuente, 1990).

Por tal motivo, proponemos para la resolución de problemas en 
condiciones de incertidumbre la aplicación de la matemática borro­
sa con sustento en la teoría de los subconjuntos borrosos, que surge 
a raíz de considerar una lógica multivaluada en contraposición a la 
lógica bivalente o formal (Grupo de Investigación, 1998).

Es decir, si bien existe una adhesión generalizada acerca de la ca­
rátula a dar al entorno organizacional, no parece haber similar con­
senso respecto de las herramientas de gestión a aplicar, debido a 
que se siguen utilizando las probabilidades subjetivas, el método 
bayesiano, los presupuestos flexibles, los métodos de simulación, la



selección de la alternativa más conservadora, etc. O sea, modelos 
que deforman la naturaleza incierta de los datos, forzando su con­
versión en datos ciertos o aleatorios.

En contraposición con lo antedicho, nuestro propósito es lograr 
una consideración más adecuada de la realidad, a través de la 
cuantificación de los datos inciertos por medio de la Matemática 
Borrosa, superando así la deformación que genera la lógica formal 
en el tratamiento de problemas inciertos.

En el ámbito de las organizaciones, el tratamiento de la incerti­
dumbre se caracteriza por la simplificación de la realidad y la ob­
tención de precisión. Esto se busca actualmente a través de la dis­
minución de la incertidumbre mediante las llamadas pérd idas de in­
fo rm a c ión  que, como dijimos anteriormente, consiste en tratar los 
datos imprecisos como si fueran ciertos o estocásticos.

Es precisamente para evitar este inconveniente que proponemos 
la utilización de la Matemática Borrosa como soporte de las herra­
mientas tradicionales de gestión empresarial.

El objetivo de la aplicación de la Matemática Borrosa en las disci­
plinas contables y administrativas, es mantener toda la información 
por medio del sinceramiento de los datos, rediseñando los mode­
los, métodos y técnicas usuales de apoyo para la toma de decisio­
nes mediante el uso de números que cuantifiquen y reflejen ade­
cuadamente la incertidumbre, es decir, con números y subconjun­
tos borrosos.

En el caso particular del análisis de rentabilidad, llamado punto 
de equilibrio, para determinar la cantidad mínima a producir y 
vender, a partir de la cual siempre se obtienen beneficios, la incer­
tidumbre puede generarse al definir cualquiera de los componentes 
del proceso productivo (costos fijos o variables) y, sobre todo, en la 
determinación del precio de venta de sus artículos.

Por lo tanto, desarrollamos un modelo que permite al decididor, 
trabajando con los límites que estime convenientes para cada una 
de las variables, operar esa incertidumbre fijando un área de renta­
bilidad a través de la cuantificación de magnitudes inciertas me­
diante intervalos de confianza.

Describimos, a nivel teórico, algunas aplicaciones de la matemá­
tica borrosa a los distintos modelos de comportamiento que se ma­
nifiestan en la selección de personal como proceso decisorio.

Pero, ¿dónde se presenta la incertidumbre en la selección de per­
sonal? Obviamente, en la subjetividad. Como la materia de decisión



de la selección de personal es, en definitiva, un conjunto de seres 
humanos y sus cualidades y comportamientos, surge una amplia 
gama de diferencias individuales, que producen datos cargados de 
vaguedad tanto en la etapa de selección como en el análisis y des­
cripción previos del puesto.

Por lo tanto, el decididor -administrador de recursos humanos- 
necesita de un modelo que trabaje con esa imprecisión para poder 
tomar una decisión efectiva.

Creemos que la teoría de los subconjuntos borrosos es la herra­
mienta que permite construir y desarrollar dicho modelo, brindán­
dole el marco metodológico y conceptual que requiere su funcio­
namiento.

Dentro de las tareas de gestión, se encuentra la planificación es­
tratégica y, dentro de esta, la presupuestación. Dado que es muy 
difícil realizar proyecciones precisas, sobre todo a largo plazo, con­
sideramos más útil presupuestar con números borrosos.

Por esta razón es que desarrollamos el presupuesto base cero en 
términos borrosos para poder evaluar los distintos grados de es­
fuerzo increméntales en la búsqueda de aquel que permita obtener 
el mayor grado de cumplimiento de los objetivos organizacionales.

Por último, dentro de la gestión empresarial, la evaluación de 
proyectos de inversión es una de las tareas más importantes de las 
organizaciones modernas que exige a quienes las dirigen una gran 
capacidad de análisis. En la literatura específica se pueden encon­
trar varias herramientas para poder realizar dicha evaluación de un 
modo racional; entre ellas, podemos mencionar al modelo del valor 
actual neto y al de la tasa interna de retorno.

Pero para que dichos modelos sean verdaderas herramientas de 
gestión, es necesario adaptarlos a los nuevos ambientes empresaria­
les que se caracterizan por su imprecisión y vaguedad. A través de 
los números borrosos, abandonamos los supuestos de los modelos 
tradicionales que se aplican en situaciones de certeza o riesgo y que 
no resultan útiles para representar los problemas bajo condiciones 
de incertidumbre.





Capítulo 9

Punto de equilibrio

9.1. Introducción

Los esquemas para resolver problemas de rentabilidad de pro­
ductos han sido desarrollados estimando ingresos y/o costos, los 
que se encuentran afectados por cierta dosis de incertidumbre.

Generalmente los cálculos de rentabilidad se expresan en rela­
ción de costos totales y volumen, manteniendo constantes el resto 
de los elementos.

Tradicionalmente pueden considerarse estas estimaciones, defi­
niendo los límites entre los que oscilarán precios y costos variables 
unitarios, quedando representadas las funciones como "nubes" que 
tienen cierto espesor y relativamente alargadas, como por ejemplo:

$ :

F igura  1
Tratam ien to  tradic ional de ¡ncertidum bre

Este tipo de análisis es viable únicamente para un margen de in­
certidumbre aceptable, de lo contrario el intervalo determinado 
toma valores extremos haciendo prácticamente imposible una deci­
sión (Backer y Jacobsen, 1967).



Bajo estas condiciones, encontramos en la matemática borrosa 
herramientas para solucionar la incertidumbre planteada.

Para su análisis utilizaremos en el trabajo el tratamiento del pun­
to de equilibrio para multiproducto.

9.1.1. Consideraciones sobre punto de equilibrio
(Bagur, 1975; De Bolt, 1968; Wish, 1979)

Para comenzar, recordaremos algunas definiciones en condiciones de 
certeza:

1) Punto de equilibrio: es el volumen en el cual los ingresos igualan al 
costo total y se determina con la siguiente función:

C F  C F
Qe = --------------  - -------

p - C V  me

Donde:
qe -  cantidad de equilibrio
CF = costo fijo total
p = precio de venta unitario
CV = costo variable unitario
me = margen de contribución unitaria

2) Su análisis se fundamenta en:
• la variabilidad de los costos (clasificación en fijos y variables),
• el precio de venta no cambia a medida que cambia el volumen,
• la mezcla de venta de múltiples productos, permanece constante,
• las políticas básicas no cambian a corto plazo,
• la estabilidad monetaria a corto plazo se mantiene,
• la eficiencia y productividad de la mano de obra permanece sin cam­
bio a corto plazo,
• los niveles de producción y ventas habrán de ser aproximadamente 
iguales, es decir, no se esperan cambios en los niveles de intervalo.

3) La variabilidad de costos es proporcional a los niveles de volumen y 
quedan representados por rectas (es decir lineal), por lo cual su gráfico 
sería:



9.1.2. Incorporación de la incertidumbre para un solo 
producto (Kaufman y Gil Aluja, 1987)

Si pasamos a trabajar con valores presupuestados se puede plantear 
incertidumbre al fijar precios de ventas o estimar los costos (fijos y/o 
variables), o en todos los conceptos, por eso la determinación de la can­
tidad de equilibrio variará conforme a la decisión adoptada, (es decir al 
valor elegido).

Si la variabilidad planteada, la incorporamos en el cálculo, a través de 
intervalos de confianza, se obtendría un área donde determinar la canti­
dad a producir, llamada umbral de rentabilidad, cuya función genera­
dora sería:

[C F q .C F i ] _ [C F q .C F i ]

^  [P ()’ P1] - [C V q .C V i ] [m c0 .rnc i]

Donde, siguiendo con las definiciones realizadas en el punto 1.1, 
los subíndices me estarían indicando; para cada concepto:

0 => el valor o límite inferior 1 => el valor o límite superior

Concretamente podemos observar como se realiza el cálculo a tra­
vés del siguiente caso práctico:

Una empresa conoce que el precio al que puede colocar su produc­
to en el mercado oscila entre P=[120,180]. Los costos son predetermina­
dos a fin de medir eficiencia dentro de la empresa, fijándose para: los 
costos variables unitarios un intervalo entre CV={50,70], para todo el 
rango de producción y los costos semifijos y fijos totales a través del in­
tervalo CF=[130.000,180.000].

Conforme a los datos aportados, el primer paso consiste en deter­
minar el margen de contribución unitaria, de la siguiente manera:



me = [120,180] - [50,70] = [120-70,180-50] = [50,130]
Obtenida la misma, se procede a determinar la cantidad de equili­

brio, conforme se expresa en la función: 
qe = [130.000,180.000] /  [50,130]

Cociente que debe calcularse mediante el producto de números 
borrosos, es decir el numerador de la ecuación anterior por el inverso 
del número borroso obtenido al determinar el margen de contribución, 
en las estimaciones mínimas y máximas de las ventas, en conclusión: 
qe = [130.000,180.000] x [1/130,1/50] = [1.000,3.600]

Gráficamente, en nuestro caso, el punto de equilibrio en situación 
de incertidumbre está representado por el área comprendida entre los 
puntos a; b; c; d. Siendo la que se observa sombreada en la siguiente fi­
gura:

9.1.3. Generalización para multiproductos
(Bolado y Navarro, 1996)

Si la empresa trabaja con multiproductos, la determinación de la can­
tidad a producir (en condición de certeza) se obtendría de la siguiente 
manera:

PRODUCTOS: 1 , 2 , 3 ,  ..., n

C FT  = (p1-C V l)Q 1  + (p2-C V 2 )Q 2  + ... + (p n -C V n )Q n  =

= l (p i- C V i)Q ¡  
i = 1



Matemáticamente nos encontramos con el inconveniente de tener 
una ecuación con "n" incógnitas, para cuya resolución se utilizan técni­
cas de programación lineal determinando el mínimo de ventas necesario 
para cubrir costos totales, con satisfacción de restricciones técnicas, co­
merciales y financieras, o fijadas por el propio sistema.

Con estas consideraciones queda establecido el punto de equilibrio 
en unidades monetarias:

n
V mínimo =  y p¡ • q¡

¡ = i

Correspondiéndole las siguientes restricciones:
n

a )  ^ (p ,- C V ¡ )q ,  = CFT
i=i
Que representa la función del punto de equilibrio

b) p i - C V i  >  C F i

Nos indica que cada artículo como mínimo debe cubrir sus costos fi­
jos

c) I  (pi-CVi)-qi > IC F Í+  Y C F i+ C ESPC
ie S P C  i = 1 i = SP C

Esta restricción, es para aquellos productos que requieren un subpro­
ceso productivo común (SPC), es decir deben cubrir los costos fijos de 
los productos que intervienen en el proceso (CF¡), más los costos fijos 
propios del subproceso (CF¡ para SP) y los costos de estructura del sub­
proceso (CESPC).

d) A q¡ :: B (1)
Son restricciones técnicas, comerciales, financieras o propias del sistema 
si las hubiere

e) q¡ > 0
Para evitar la negatividad de las incógnitas.
En la medida que dentro de este esquema incorporemos la incertidum­
bre, emplearemos los intervalos de confianza de la matemática borrosa 
para calcular el punto de equilibrio.
A este fin se deberá determinar la variación de los componentes donde 
la condición de equilibrio queda definida por:

1 El símbolo está indicando proporcionalidad de las cantidades.
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+ -- + (|Pn,Pn CV̂ .C V n1}[q°,<

A efectos de simplificar la expresión señalada, consideraremos: 
p - CV = me margen de contribución por unidad de producto, 
y definimos a q° como la cantidad mínima a vender del artículo i para 
alcanzar el punto de equilibrio, y aq| como la cantidad máxima a ven­
der de dicho artículo para alcanzar dicho equilibrio.

Entonces:

Recordando que, los superíndices "0" y "1" indican los valores míni­
mo y máximo de cada elemento, respectivamente.

En consecuencia, pueden plantearse dos situaciones:

I o) La más desfavorable para l.a empresa, es decir obtener el precio de 
ventas mínimo, frente a los costos totales máximos:

CF-j- £  m cp-qj1 ,para CF-j = £  CF¡1 + £  CF¡1 +Ce 1 + C E 1
i = 1 ¡ = 1 ¡e S

2o) La más FAVORABLE PARA LA EMPRESA, mediante la cual se presentan 
los precios de venta máximos, para los costos totales mínimos:

CF-y = £  mCj' qP .paraC Fy = £  C f P + £  C F ^ + C E^ + C E 0
i = 1 i -1 i e S

Donde CES corresponde a los costos de estructura del subproceso 
productivo común y CE representan los costos de esfi'uctura.

Siguiendo el criterio de programación lineal, (con aplicación del mé­
todo Simplex), se busca el mínimo de ventas que permita cubrir todos 
los costos, teniendo en cuenta las restricciones planteadas, para lo cual 
pueden determinarse las ecuaciones de la siguiente manera:



Es la situación más desfavora­
ble: representa el extremo su­
perior del intervalo de confian­
za, expresado en unidades mo­
netarias.

Es la situación más favorable: 
representa el extremo inferior 
del intervalo de confianza, 
expresado en unidades mone­
tarias.

En conclusión, se ha determinado el punto de equilibrio de la siguien­
te manera:

PE = [vMÍN0 ,VMÍN1] ,  también llamado UMBRAL DE RENTABILI­

DAD (UR)

9.2. Aplicación a un caso práctico

Para su desarrollo plantearemos el siguiente ejercicio:
Se trata de una empresa que produce 8 artículos con la siguiente pro­

puesta de precios y costos:

PRODUCTO [P'°/ Pi'l [CVi°, Cvl] [mc,°, mci1] [CF¡°, CF,1]
1 [400,410] [330,340] [60,80] [250.000,264.000]
2 [440,450] [380,390] [50,70] [86.100,94.000]
3 [640,655] [535,545] [95,120] [92.400,117.800]
4 [240,260] [170,190] [50,90] [153.800,176.000]
5 [840,850] [770,800] [40,80] [38.000,45.000]
6 [240,250] [200,210] [30,50] [56.100,72.000]
7 [120,130] [70,80] [40,60] [26.000,32.000]
8 [120,130] [70,80] [40,60] [26.000,32.000]

Además se cuenta con la siguiente información sobre un subproceso 
productivo, para los últimos cuatro productos (V i e S):
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PRODUCTO
5
6
7
8

[CF,°, CFj1] 
[25.000,35.000] 
[42.000,46.000] 
[26.000,26.000] 
[26.000,26.000]

El proceso productivo y su propio subproceso tienen los siguientes 
costos de estructura:

CE°S = 304.200 y CE^ = 418.000 
CE0 =1.020.000 y CE1 = 1.540.000

Con las siguientes restricciones técnicas: 
A (qi) :: B
PRODUCTOS 1 y 2 3 x 1
PRODUCTOS 7 y 8 2 x 1

Conforme a la técnica mencionada 
dades de producción (ANEXO 9.1)

se determinan las siguientes canti-

PRODUCTO [qA q.'] PRODUCTO [q° ,q,']
1 [3.690,5.640] 5 [475,1.125]
2 [1.230,1.880] 6 [1.122,2.400]
3 [770,1.240] 7 [5.280,10.250]
4 [12.540,32.832] 8 [2.640,5.125]

En función a éstas podemos determinar los respectivos extremos del 
intervalo de confianza:

VMÍN 0 n 1 0
7 . 5 4 5 . 0 0 0

que representa el valor de ventas necesario para cubrir los costos tota­
les mínimos

VMÍN1 = £  pj“* q1 =15.122.480 
i = 1

que representa el valor de ventas necesario para cubrir los costos tota­
les máximos.

Con lo cual queda expresado el punto de equilibrio (umbral de renta­
bilidad) de la siguiente manera:

PE = [7.545.000,15.122.480]
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El umbral determinado, puede representarse a través de un grá­
fico de barras y líneas, como se observa en la figura 4:

F ig u ra 4
P t o  d e  e q u i l i b r io  M á x  - P t o .  d e  e q u i l i b r io  M fn

9.3. Herramientas complementarias para reducir 
la incertidumbre (Gil Lafuente, 1990)

Como puede observarse se llegó a un intervalo que fija los límites 
entre los que variará el volumen de ventas, conforme a los costos 
incurridos, que puede llegar a expresarse como un número borroso, 
según el siguiente detalle:

1 , para 15.122.480
0.9 , prácticamente 15.122.480
0.8 , casi 15.122.480
0.7 , cercano a 15.122.480
0.6 , más cerca de 15.122.480 que de 7.545.000
0.5 , tan cerca de 15.122.480 como de 7.545.000
0.4 , más cerca de 7.545.000 que de 15.122.480
0.3 , cercano a 7.545.000
0.2 , casi 7.545.000
0.1 , prácticamente 7.545.000
0 , para 7.545.000



7.545.000 + (15.122.480 - 7.545.000) * a :.ae [0,1].

Siendo a el nivel de aceptación borroso.

En función a esta estructura (llamada sistema endecadario), se requie­
re la opinión de varios expertos para que fijen el umbral de rentabilidad, 
conforme al número indicado. Supongamos que se produce la respuesta 
de 12 expertos con los siguientes resultados:

Experto Respuesta Experto Respuesta
1 0.40 7 0.30
2 0.20 8 0.50
3 0.60 9 0.60
4 0.80 10 0.70
5 0.50 11 0.50
6 0.70 12 0.40

Una vez recibidas las respuestas, se procede a contar la cantidad de 
veces que se ha obtenido cada nivel de a, armándose una tabla con las 
frecuencias acumuladas para cada nivel, de la siguiente manera:

Frecuencia Valores Valores
Niveles de a de respuesta acumulados acumulados

de expertos absolutos relativos
1 0 0 0

0.90 0 0 0
0.80 1 1 0.08333
0.70 2 3 0.25
0.60 2 5 0.41666
0.50 3 8 0.66666
0.40 2 10 0.83333
0.30 1 11 0.91666
0.20 1 12 1
0.10 0 12 1

0 0 12 1

Pudiendo ahora, definirse el intervalo así:



1 0 7.545.000
0.9 0 7.545.000
0.8 0.08333 8.176.456
0.7 0.25 9.439.370
0.6 0.41666 10.702.283
0.5 7.545.000 + 7.577480 (.) 0.66666 = 12.596.653
0.4 0.83333 13.859.566
0.3 0.91666 14.491.023
0.2 1 15.122.480
0.1 1 15.122.480
0 1 15.122.480

Si calculamos la esperanza matemática (E) cié las opiniones cié los ex­
pertos obtendríamos una estimación del punto de equilibrio, siendo pa­
ra el ejemplo:

E(opiniones) “' 0.51666

y el umbral de rentabilidad quedaría coma

UR = 7.545.000 + 7.577.480* 0.51666 = 11.460.031

Se obtendrían idénticos resultados trabajando con los valores acumu­
lados (excepto para a  = 0), de la siguiente manera:

1) con la esperanza de las frecuencias acumuladas relativas:

1 + 1 + 0.91666+0.83333+0.66666 +0.41666+0.25 + 0.08333E = ------------------------------------------------------------------------------------ = 0,51666
10

2) con la esperanza del umbral de rentabilidad:

15.122.480 + 15.122.480 + 14.491.023 + ... + 7.545.000 AAA„ n n n AE ------------------------------------------------------------------------------- = 11.460.031
10

Este proceso puede generalizarse utilizando como elemento los R- 
expertones, mediante los cuales los expertos pueden opinar sobre la si­
tuación del umbral de rentabilidad dentro de un intervalo: [ a* , a*] 
comprendido en el segmento [0,1].

Es decir los "n" expertos proporcionarán "n" intervalos de confianza, 
con los cuales se obtiene un expertón , -a  con el cual se determina el R-

expertón .+ , tal que:



Experto Respuesta
1 [0.4,0.6]
2 0.6
3 0.4
4 [0.3,0.5]
5 [0.5,0.7]
6 0.2
7 [0.3,0.4]
8 [0.7,0.8]
9 0.5
10 0.4
11 [0.2,0.5]
12 0.6

Ahora efectuaremos los mismos cálculos que los realizados anterior­
mente, pero con cada extremo del intervalo en forma independiente)2);

Nivel de a Frecuencia Valores Frecuencia Valores
de respuesta acumulados de respuesta acumulados

1 0 0 0 0
0.9 0 0 0 0
0.8 0 0 1 1
0.7 1 1 1 2
0.6 2 3 3 5
0.5 2 5 3 8
0.4 3 8 3 11
0.3 2 10 0 11
0.2 2 12 1 12
0.1 0 12 0 12
0 0 12 0 12

2 Los datos de las dos primeras columnas corresponden al límite inferior de cada 
respuesta, mientras que las dos últimas columnas reflejan las respuestas del límite 
superior.



[7.545.000, 15.122.480]
1 0 0
0.9 0 0
0.8 0 0.08333
0.7 0.08333 0.16666
0.6 0.25 0.41666
0.5 0.41666 0.66666
0.4 0.66666 0.91666
0.3 0.83333 1
0.2 1 1
0.1 1 1
0 1 1

Finalmente el R-expertón quedará:

1 0 0 7.545.000 7.545.000
0.9 0 0 7.545.000 7.545.000
0.8 0 0.08333 7.545.000 8.176.456
0.7 0.08333 0.16666 8.176.456 8.807.908
0.6 0.25 0.41666 9.439.370 10.702.278
0.5 7.545.000 + 7.577.480 *= 0.41666 0.66666 = 10.702.278 12.596.653
0.4 0.66666 0.91666 12.596.653 14.491.023
0.3 0.83333 0.91666 13.859.566 14.491.023
0.2 1 1 15.122.480 15.122.480
0.1 1 1 15.122.480 15.122.480

0 1 1 15.122.480 15.122.480

Se obtiene la esperanza del expertón considerando cada límite: 

E(e\ perlón) = [0.425,0.51666]

Utilizando la ecuación nos queda:

7.545.000 + 7.577.480 * [0.425,0.51666] = [10.765.429 ,11.460.031]

Si todavía se busca un único nivel de ventas que represente el umbral 
de rentabilidad se podría realizar:

UR 10.765.429 +  11.460.031 _ 1 1 1 1 2 7 3 0



Estos cálculos pueden corroborarse efectuando la esperanza de los va­
lores acumulados.

9.4. Conclusión

La matemática borrosa, en este planteo específico, permite operar 
con datos presupuestados inciertos, y le asegura al decididor un 
área de rentabilidad donde puede manejarse para la determinación 
de sus cantidades a producir, con la finalidad de obtener mayores 
beneficios, como persigue cualquier empresario.

Además, contando con los medios suficientes (técnicos y materia­
les), se puede reducir la incertidumbre incorporada en sus cálculos 
contratando a terceros (marcando las pautas que deben manejar), 
obteniendo una solución más precisa de su problema.

La mecánica planteada, para reducir la incertidumbre, permite el 
ajuste del modelo ante cambios significativos del contexto, lo que si 
bien puede hacer costoso el proceso lo convierte en dinámico, es 
decir adaptable a cualquier tipo de modificaciones que surjan (ya 
sea en el propio sistema, o en el contexto en que se desenvuelve).

Para finalizar, este tipo de herramienta nos permite trabajar en 
modelos con incertidumbre, pero solamente reduciéndola se puede 
convertir el umbral de rentabilidad, en un único punto de equili­
brio.



Capítulo 10

Selección de personal

10.1. Introducción

La teoría de las decisiones estudia cómo son tomadas estas en la 
actualidad y cómo puede mejorarse el proceso decisorio para obte­
ner mejores resultados ante la constante evolución del mundo y, 
consecuentemente, del ser humano.

Gran parte de la atención de esta disciplina recae sobre la gestión 
de empresas, donde la toma de decisiones es la piedra angular de 
varias actividades de una organización, como son: el control de in­
ventarios, la presupuestación, la administración de recursos huma­
nos y las inversiones (Klir y Folger, 1992).

La turbulencia de los entornos actuales y la subjetividad mani­
fiesta en algunos procesos organizacionales, como la selección de 
personal, necesitan de nuevas teorías y modelos que permitan ope­
rar con la vaguedad e incertidumbre inherentes a la imprecisión de 
la determinación de preferencias, objetivos y restricciones presentes 
en la toma de decisiones.

La teoría de los subconjuntos borrosos, basada en una lógica 
multivaluada, pretende tratar los datos e información inmersos en 
situaciones de incertidumbre respetando su condición, sin conside­
rarlos como ciertos o probabilísticos, cuando por su naturaleza no 
lo son; evitando además, que se pierda información a raíz de la in­
adecuada modelización del problema (Grupo de Investigación, 
1998).

No podemos olvidar que la empresa ha sido siempre una organi­
zación humana concebida para coordinar el talento y los esfuerzos 
de los recursos humanos y materiales en busca de objetivos comu­
nes (Cavallé, 1997), y así, la función del administrador de recursos 
humanos consiste en ayudar a la organización a identificar el can­
didato que mejor se adecúe a las necesidades específicas del puesto 
y a las necesidades generales de la organización, siendo el proceso 
de selección de personal el que persigue tal fin (Werther, 1995).



La selección de personal es comúnmente definida como la elec­
ción del individuo adecuado para el cargo apropiado o, en un sen­
tido más amplio, la opción por los candidatos reclutados más ade­
cuados para ocupar los cargos existentes en la empresa, tratando de 
mantener o aumentar la eficiencia y el rendimiento del personal 
(Chiavenato, 1994).

En tanto, Zerilli (Zerilli, 1978) afirma que:

...la selección, en sustancia, consiste en:
Especificar las cualidades y requisitos necesarios para des­

empeñar determinadas labores.
Identificar y medir las cualidades actuales y potenciales, las 

características de la personalidad, los intereses y las aspiracio­
nes de los diversos individuos admitidos a examen.

Elegir los individuos que poseen tales cualidades, caracterís­
ticas, etc., a un nivel suficiente para desempeñar las labores 
asignadas a satisfacción propia y de la empresa que los admita.

Como la materia de decisión está dada por seres humanos, surge 
una amplia gama de diferencias individuales que generan datos 
cargados de vaguedad tanto en la primera etapa, donde se define el 
perfil profesional deseado, como en la segunda, donde se evalúa a 
los candidatos tanto en su capacidad actual como potencial para 
desempeñar la tarea. Por lo tanto, el decididor necesita un modelo 
que trate con esa imprecisión para poder efectuar una decisión efec­
tiva, lo que constituye la tercera etapa de la selección de personal, 
según la define Zerilli y se lleva a cabo confrontando los datos refle­
jados en el profesiograma con los obtenidos en la evaluación de los 
postulantes.

La tarea de selección requiere la comparación entre las exigencias 
del cargo y el perfil de las características de los candidatos; esa com­
paración no se centra en torno a mi punto sino que admite una franja 
de aceptación, es decir, una flexibilidad más o menos cercana al pun­
to ideal (Chiavenato, 1994). El análisis del cargo y las técnicas de se­
lección definen el complejo de variables a ser comparadas al momen­
to de evaluar a cada candidato; siendo estas herramientas, por lo tan­
to, objeto de la aplicación de matemática borrosa pues, como dijimos 
anteriormente, operan con datos impregnados de subjetividad.

A la vista de toda la información que se ha obtenido en las etapas 
anteriores a la selección propiamente dicha, el decididor se halla en



condiciones de determinar si tal o cual persona es la adecuada para 
el cargo que desea cubrir. En las etapas anteriores se han ido elimi­
nando aspirantes, pero no porque se hayan salvado todos los obs­
táculos está ya decidida la selección. Los candidatos que han llega­
do hasta el final cubren, sin duda, los requisitos mínimos; pero, en­
tre todos esos: ¿cuáles son los más valiosos para el fin que preten­
demos? (Riesgo Ménguez, 1983).

La selección de personal, como proceso decisorio, implica tres 
modelos de comportamiento.

• M od elo  de selección : supone que hay varios candidatos para una 
misma vacante.

• M od elo  de clasificación : en un enfoque más amplio y situacional, 
hay varios candidatos para varias vacantes (Chiavenato, 1994).

• M od elo  de selección  n m ltifim cion al: surge a partir de la necesidad 
creciente de flexibilidad organizacional. En este caso hay varios 
candidatos para una vacante que requiere una multiplicidad de ap­
titudes y actitudes para desarrollar tareas disímiles.

La matemática borrosa, aplicada a la selección de personal, per­
mite operar con los datos inciertos de cada candidato mediante un 
modelo que no deforma la naturaleza subjetiva de la información, 
permitiendo definir mejor el perfil deseado en el análisis del cargo 
y el perfil de cada participante, mediante la evaluación en el proce­
so selectivo.

10.2. Aplicación al modelo de selección

Dentro del modelo de selección, la matemática borrosa propone 
dos métodos para realizar la selección del personal: la elección del 
más calificado y la elección del más apto.

10.2.1. Elección del más calificado

Este método supone que la empresa no realiza un análisis del 
cargo a ser cubierto sino, simplemente, define las cualidades prin­
cipales que debe tener el empleado; es por ello que el criterio de se­
lección se basa en elegir al postulante que obtenga el mejor grado 
de calificación. Explicamos la técnica mediante el siguiente ejemplo:



C a s o :

Una em presa industrial necesita cubrir la vacante de Jefe de M antenimiento y 
para ello ha definido tres cualidades a ser evaluadas: conocimiento técnico, capa­
cidad de trabajo y  capacidad de mando. Para dicha vacante se han presentado 
seis candidatos.

Definimos el conjunto de cualidades como:
C = {c1>c2,c3}

y al conjunto de candidatos como:
D = {d1,d2ld3,d4,d5,d6}

Una vez efectuadas las distintas evaluaciones que pueden consistir en 
pruebas de conocimiento, psicométricas y de personalidad; los candida­
tos d¡ han obtenido las calificaciones para cada una de las cualidades 
descriptas, que permiten establecer la siguiente relación borrosa (9):

C\D di do d3 d4 d5 d6
C l 0,7 0,6 0,7 0,5 0,8 0,6
C2 0,9 0,3 0,7 0,8 0,4 1
C3 0,6 1 0,8 0,9 1 0,7

Partiendo de esta matriz, obtendremos tres subconjuntos borrosos que 
representan la intensidad o grado de calificación que presentan los can­
didatos para cada una de las cualidades evaluadas.

Ef i )=

E ( c 2 ) =

E ( c 3 )  =

Gráficamente:

0,7 0,6 0,7 0,5 0,8 0,6

0,9 0,3 0,7 0,8 0,4 1

0,6 1 0,8 0,9 1 0,7

Figura 1. Cualidades evaluadas.



Aplicando la intersección (n) cie subconjuntos borrosos, obtendremos 
la asociación cié las tres cualidades analizadas. Para ello calcularemos 
otro subconjunto borroso formado por el mínimo (a ) grado obtenicio 
por cacia postulante en cada una de las cualidades definicias en E(esco­
mo sigue (11):

mind1 = a  (0,7; 0,9; 0 ,6 ) = 0 , 6  

mind2 = a (0,6;0,3;1)=0,3 
mind3 = a (0,7;0,7;0,8)=0,7 
mind4 = a  (0,5; 0,8 ; 0,9)= 0,5 
mind5 = a (0,8;0,4;1)=0,4 
mind6 = a (0,6;1;0,7)=0,6

por lo tanto E m¡n será igual a:
E ( c 1AC 2 AC 3 )= E (c 1 ) n E ( c 2 ) n E ( c 3)= [10.1]

0,6 0,3 0,7 0,5 0,4 0,6

Gráficamente:

Figura 2. Intersección de las cualidades evaluadas

Con esto se concluye que d3 es el canciidato que reúne en mayor grado 
las cualidades requeridas, siendo, por lo tanto, el más calificado de los 
postulantes.

10.2.2. Elección del más apto

Este segundo método aplicable al modelo de selección tiene como pre­
supuesto la determinación de un perfil deseado compuesto por las 
cualidades requeridas por el cargo y el grado en que las mismas deberí­
an estar presentes; es decir, la confección de un profesiograma borroso



que se asocia al concepto de subconjunto borroso y puede ser graficado 
como tal (Grupo de Investigación, 1998).

Si comparamos tales requerimientos con las cualidades de las perso­
nas que estamos seleccionando, podremos ver en qué medida coinciden 
y en qué medida son diferentes o bien, en qué medida se asemejan el 
perfil borroso de los aspirantes al profesiograma borroso definido en el 
análisis del puesto. En tal sentido surgen dos criterios de selección, ba­
sados, el primero en el cálculo del coeficiente de adecuación y el segun­
do en el cálculo de la distancia relativa de Hamming. Desarrollaremos 
ambos con el mismo ejemplo para facilitar la comparación.

C a s o :
La misma em presa desea contratar a un nuevo auditor interno. Para ello, el de­
partam ento de recursos humanos ha elaborado un exhaustivo análisis del cargo, 
concluyendo que el perfil ideal está determinado por las características q,  en el 
grado definido en E. Se han presentado cinco postidantes d¡.

Siendo las cualidades: espíritu de observación, mentalidad analítica, 
honestidad, curiosidad intelectual, confianza en sí mismo, capacidad 
para planear y simpatía; definimos el conjunto C de cualidades como 
sigue:
C = {c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7|
los niveles de calificación requeridos que definen el perfil deseado, que 
surgen del análisis del cargo efectuado por la empresa:

C| C2 C3 C4 c5 C6 c7
0,7 0,8 1 0,4 0,9 0,6 0,2

que pueden representarse en el siguiente profesiograma:

1
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
0

d  c2 c3 c4 c5 c6 c7

E

Figura 3. Profesiograma borroso.

y dada la siguiente matriz de puntajes, que cada postulante ha obtenido 
en las pruebas de personalidad específicas o psicodiagnósticas realiza­
das por el área de recursos humanos:



D\C Ci C2 C3 C4 C5 C6 C7

D- 1 1 0,3 0,5 1 0,8 0,5 0,4
D~ 2 0,6 0,7 0,8 0,8 1 0,7 0,6
D
-  3 0,8 0,9 0,3 1 0,3 1 0,7
D
~ 4 0,5 0,6 1 0,7 0,5 0,8 0,9
D
~ 5

0,4 0,8 0,7 0,6 0,8 0,4 0,9

quedan definidos, como subconjuntos borrosos, los grados de califica­
ción obtenidos para todas las cualidades por cada uno de los candidatos.

10.2.2.1. Cálculo del coeficiente de adecuación

Este criterio de selección busca determinar la capacidad de los candi­
datos para ocupar un puesto de trabajo, definido por un perfil dado, a 
través de la obtención del coeficiente de adecuación de d a e, designado 
por K (d , e), que se obtiene de la siguiente manera (Welsh, 1979): 

si /¿D(c)>//£(c) se hace K- (d->e) = 1 [10.2]

si jUD(c)<jUE(c) se hace k  (d->e) -  1 - JU£{c) + jU jc )  [10.3] 

lo que permite escribir también:

kc (d->e) = 1, 1- / U c>+/O c> [10.4]

Es decir, si un candidato obtiene una calificación mayor o igual al 
grado requerido, obtendrá uno como coeficiente de adecuación para esa 
cualidad; en caso contrario, el coeficiente surgirá de la diferencia entre el 
grado máximo, o sea uno, y el grado requerido, sumando al resultado la 
calificación obtenida por el postulante.

Entonces, para obtener K (d , e), se suman las k (d->e), dividiendo el 
resultado por el número de cualidades, para obtener un coeficiente entre 
cero y uno. Así, luego de efectuar los cálculos pertinentes, en nuestro 
ejemplo se llega a:

K(d„e) = 

K(d2,e)= 

K(dsie) =

1+0,5+ 0,5+ 1+0,9+ 0,9 + 1 
7

0,9 + 0,9 + 0,8 + 1 + 1 + 1 + 1

= 0,83

7
1 + 1 + 0,3 +1 + 0,4 +1 + 1

- = 0,94

= 0,81



K(d4, e ^ M ± M ± i i l ± M ± i ± ! =o,89

K(di ,e^ 7 + , + 0'7+7; +0 ,Õ + ° '8 + 1=0,87

Observamos que el candidato más apto para el cargo es d?, pues ob­
tiene el mayor coeficiente de adecuación K, según definimos en [10.4],

10.2.2.2. Cálculo de la distancia relativa de Hamming

En este método el criterio de selección consiste en determinar qué pos­
tulante tiene el perfil de calificación más parecido al determinado en el 
análisis del cargo, o sea, que el candidato cuyo D más se acerque al E ,

será el elegido (Kaufman y Gil Aluja, 1987).
Para obtener el resultado buscado, utilizamos el concepto de distancia 

entre los subconjuntos borrosos, determinando que a menor distancia 
entre D y el E definido, mayor similitud habrá entre el perfil del can­
didato y el requerido, siendo quien obtenga la menor distancia relativa 
el más adecuado o apto para el cargo.

El cálculo de la distancia, que proporciona la desviación media de las 
diferencias entre un subconjunto y otro subconjunto referencial, se reali­
za a través de la distancia relativa de Hamming, para todo D (de 1 a n)

yE:

4 4 Ê / A cH e(c) C e C [10.5]

Con los datos presentados en 10.2.2, obtenemos los siguientes resultados:
d {ü  e ]  = y  (|1 - 0,7| + ¡0,3 - 0,8| + ¡0,5 - 1¡ + ¡1 - 0,4¡ + ¡0,8 - 0,9¡ + ¡0,5 - 0,6¡ + ¡0,4 - 0,2¡) =

= -  (0,3 + 0,5 + 0,5 + 0,6 + 0,1 + 0,1 + 0,2)= 0,329

¿>{ü e )  = y  (¡0,6 - 0,7¡ + ¡0,7 - 0,8| + ¡0,8 - 1¡ + ¡0,8 - 0,4¡ + ¡1 - 0,9¡ + ¡0,7 - 0,6¡ + ¡0,6 - 0,2¡) 

= y  (0,1 + 0,1 + 0,2 + 0,4 + 0,1 + 0,1 + 0,4)= 0,2

¿ { d  e )  = y  (¡0,8 - 0,7] + ¡0,9 - 0,8¡ + ¡0,3 - 1¡ + ¡1 - 0,4¡ + ¡0,3 - 0,9¡ + ¡1 - 0,6¡ + ¡0,7 - 0,2¡) = 

= y  (0,1 + 0,1 + 0,7 + 0,6 + 0,6 + 0,4 + 0,5)= 0,429



õ[D  , e 1 =7 (10,5 - 0,7| +10,6 - 0,8| +11 - 1| +10,7 - 0,4¡ +10,5 - 0,9| +10,8 - 0,6| +10,9 - 0,2|) =v - 4 7 x

= y  (0,2 + 0,2 + 0 + 0,3 + 0,4 + 0,2 + 0,7) = 0,286

ò{ d  , e ]  = y  (|0,4 ~ 0,7| +10,8 ~ 0 ,8 ¡ +10,7 - 1| +10,6 - 0,4| +10,8 - 0,9| +10,4 - 0,6| +10,9 - 0,2|) = 

= y  (0,3 + 0 + 0,3 + 0,2 + 0,1 + 0,2 + 0,7) = 0,257

Volvemos a determinar que d? es el candidato más apto porque es 
quien mejor se adecúa al perfil deseado, pero el orden de los restantes 
postulantes ha variado, así como pociría haber surgido otro como el me­
jor para desempeñar esa tarea.

Como vemos, 10.2.2.1 es aplicable cuando los grados definidos en el 
análisis del cargo representan el valor mínimo requerido, sin ser rele­
vante que el candidato supere dicho límite; el método parte, además, del 
principio de que quien puede mucho también puede poco. En cambio, 
10.2.2.2 se utiliza preferentemente cuando el perfil requerido es más es­
tricto, es decir que los grados de calificación deseados y los obtenidos de 
los postulantes deben ser lo más parecidos posibles, tanto en mínimo 
como en máximo.

10.3. Aplicación al modelo de clasificación

Aparece aquí el criterio de polivalencia del personal para el desempe­
ño de ciertas tareas específicas de las que se ha definido un determinado 
perfil profesional. Es decir que entre varios puestos de trabajo, para los 
que se han definido las cualidades q y el grado requerido de las mismas 
para cada cargo como E , se deben asignar a los postulantes más aptos
para desempeñarlos, cuya calificación está dada por D .

La selección, una vez obtenida la distancia relativa de Hamming de 
cada persona respecto de cada tarea, se realiza ordenando las distancias 
en una matriz que permita identificar qué candidato se acerca más a ca­
da uno de los perfiles buscados (9).

Caso:
El área contable de una em presa necesita incorporar a su plantel tres nuevos 
empleados para cubrir ¡as vacantes de liquidador de sueldos y  jornales, analista 
de cuentas corrientes y  encargado de gestión bancaria. El departamento de re­
cursos hum anos ha definido los perfiles deseados con las mismas cualidades pe­



ro, claro está, con distintos grados de calificación requeridos para cada una de 
ellas. Se han presentado cinco candidatos.

Si las cualidades definidas por el conjunto C son: rapidez en el trabajo, 
atención concentrada, capacidad de juicio, sentido de responsabilidad, 
aptitud para el trabajo administrativo, memoria de órdenes orales y ap­
titud para relaciones interpersonales:

C = {Ci,C2,C3lC4,C5,C6,C7|
Y los perfiles buscados para cada puesto que, como dijimos, surgen 

del análisis del cargo:

E\C Ci C2 C3 C4 C5 C6 C7

E
~ 1 1 0,9 0,3 0,7 0,8 0,5 0,4
E
~  2

0,7 0,6 1 0,9 0,7 0,3 0,5
E
~  3 0,8 0,4 0,7 0,8 0,6 1 0,7

Gráficamente:

E

E~ 2

Figura 4. Perfiles buscados.

En tanto, las evaluaciones individuales han arrojado los siguientes re­
sultados:

D\C Ci C2 C3 C4 C5 Ce C7

D
~ i 0,8 0,5 0,7 1 0,2 0,4 0,6

D
~  2 1 0,8 0,9 0,7 0,7 0,5 0,6
D
~  3

0,9 0,9 0,8 0,9 0,8 0,3 0,7
D
~  4 0,7 0,5 0,6 0,8 0,6 0,6 0,3
D
~ 5

0,5 0,4 0,5 1 0,4 0,8 0,9



A partir de los datos presentados, aplicamos [10.5] para establecer el 
grado de concordancia entre los perfiles individuales D y los perfiles
deseados E , preestablecidos para cada cargo.

Los resultados obtenidos (Anexo 10.1) se exponen en la siguiente matriz:

E\D D~ i D~ 2 D
~ 3

D
-  4

D
~ 5

E~ i 0,314 0,143 0,186 0,214 0,386
E
~ 2 0,186 0,157 0,143 0,171 0,357
E
~ 3 0,200 0,229 0,243 0,157 0,186

Por lo tanto, establecemos que el candidato d2 es el que posee el perfil 
más cercano al requerido para ser "liquidador de sueldos", mientras que 
para cubrir la vacante de "analista de cuentas corrientes" el más apto es 
d2, siendo, por último, cfi el mejor, entre los postulantes evaluados, para 
el cargo de "encargado de gestión bancaria".

Cada uno de ellos fue evaluado por el mismo método, y simultánea­
mente para todos los cargos a proveer; esto proporciona una importante 
información, pues la empresa, no sólo determina los más aptos para ca­
da vacante, sino que además, sabe como se adaptarán todas las personas 
evaluadas a los distintos cargos en caso de necesitar cubrir uno de ellos 
transitoria o permanentemente en el futuro.

En resumen esta nueva técnica permite seleccionar a los empleados 
adecuados para los fines organizacionales, mediante un modelo que 
produce una reducción de los costos del proceso de selección de perso­
nal debido a que se realiza una evaluación amplia y conjunta.

10.4. Aplicación al modelo de selección multifuncional

Como dijimos con anterioridad, el ambiente en que se mueven las 
empresas es turbulento, por lo tanto el empresario necesita dotar a su 
organización de alto grado de flexibilidad. Así, los recursos humanos 
que adquiere deben caracterizarse por su ductilidad con la finalidad de 
poder desempeñar tareas de diversa índole, o al menos, estar capacita­
dos para ello.

La especialización deja de ser una de las cualidades buscadas, ya que 
se necesita encontrar un individuo que sea capaz de desarrollar, ahora o 
en el futuro, con niveles de desempeño aceptables, las tareas que deri­
van de un puesto multifuncional. En esta búsqueda, y retomando la téc-
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nica propuesta, bastará con hallar la unión de todos los E definidos co­
mo los subconjuntos borrosos compuestos por las cualidades y grados 
requeridos por cacia tarea componente del cargo multifuncional (Kauf­
man y Gil Aluja, 1987).

Luego comparamos este perfil deseado con el que surja de la evalua­
ción de los postulantes, aplicando el método de distancia relativa de 
Hamming, con idéntico criterio de selección al definido en 10.2.2.2.

C a s o :
La misma empresa del punto anterior necesita, por cuestiones presupuestarias, 
que sea un solo empleado el que desarrolle las tareas E¡ de liquidación de sueldos, 
análisis de cuentas corrientes y  trámites bancarios. Supongamos que las cualida­
des y  sus grados requeridos son los mismos, y  que se presentan los mismos can­
didatos que obtienen las mismas calificaciones para las cualidades evaluadas c¡.

En este caso, se debe redefinir el perfil deseado atendiendo a los nue­
vos requerimientos que implica un cargo multifuncional. Para ello apli­
caremos la unión (u) de subconjuntos borrosos, tomando para cada cua­
lidad el máximo (v) grado especificado para cada tarea E¡, como sigue:

E = e | E v E  v E  ) A u E  u E  110.6]

Cálculo de los máximos: 
maxc1 = v (1; 0,7 ¡ 0,8)= 1 
maxc2 =v (0,9; 0,6; 0,4)=0,9 
maxc3 = v(0,3;1;0,7)=1 
maxc4 = v(0,7;0,9;0,8)=0,9 
maxc5 = v (0,8; 0,7; 0,6)= 0,8 
maxc6 = v (0,5; 0,3; 1)= 1 
maxc7 =v (0,4; 0,5; 0,7)= 0,7 
luego:

C| C2 C3 C4 c5 Có C7

1 0,9 1 0,9 o OO 1 0,7

Gráficamente:

Ofi 
0,6 

0,4 
0,2

0
el  c2 c3 04 c5 c6 c7

Figura 5. Unión de los perfiles buscados 
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Una vez hallado el perfil multifuncional debemos establecer qué 
candidato posee el mayor grado de concordancia con dicho parámetro. 
Para ello calcularemos la distancia relativa de Hamming, utilizando 
[10.5], entre E y cada D .-max J ~i

Cálculos:
¿>(d i ; E )=y (¡0,8 - 1| +10,5 - 0,9| +10,7 - 1| + |1 - 0,9| + |0,2 - 0,8| + |0,4 - 1| + |0,6 - 0,7|)

= 0,329

ó' (d i ; E ^  )=1 (¡1 - 1| +10,8 - 0,9| +10,9 - 1| + |0,7 - 0,9| +10,7 - 0,8| +10,5 - 1[ +10,6 - 0,7|)

= 0,157

ú (d ; E )=1 (¡0,9 - 1| +10,9 - 0,9| +10,8 - 1| +10,9 - 0,9| +10,8 - 0,8| +10,3 - 1| +10,7 - 0,7|) 

= 0,143

; E )=y (|0,7 - 1| + [0,5 - 0,9| +10,6 - 1| +10,8 - 0,9| +10,6 - 0,8| +10,6 - 1| +10,3 - 0,7|) 

= 0,314

¿>(d ; E )=y (¡O,5 - 1| +10,4 - 0,9¡ +10,5 - 1| + |1 - 0,9| +10,4 - 0,8| + |0,8 - 1| +10,9 - 0,7|)

= 0,343

Es decir que el candidato d? será el que seleccionemos para cubrir el 
cargo multifuncional, pues su perfil profesional es el más cercano al 
deseado. Además, la empresa obtuvo la información necesaria para esta­
blecer un orden de mérito para futuras selecciones entre los candidatos 
no elegidos, aunque, en este ejemplo, cb es el único que posee un perfil 
aceptable.

Por otra parte, si esta empresa estuviera evaluando las posibilidades 
de crear tres puestos o uno multifuncional, esta técnica le permite cono­
cer si existe un candidato lo suficientemente capaz para cubrir las exi­
gencias de la última alternativa en un grado adecuado; caso contrario 
puede hallar los mejores para cada puesto simple. En el ejemplo anali­
zado, de los tres empleados elegidos en el punto 10.3, solo dos (di y d2) 
cumplen los requerimientos del cargo multifuncional en forma satisfac­
toria; en cambio cfi, quien hubiese sido seleccionado para ser "encargado 
de gestión bancaria", posee un perfil que se aleja bastante del deseado ya 
que la distancia que lo separa del perfil deseado es mayor a cierto pará­
metro fijado por el decididor, que en nuestro caso es 0,25.

En tanto la matemática borrosa permite al administrador de recursos 
humanos operar con datos cargados de vaguedad sin deformar su natu­
raleza con el objetivo de simplificar su análisis, la función de personal
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necesita esta herramienta para tratar con la subjetividad que surge de su 
materia de decisión, que en definitiva son seres humanos, de una mane­
ra justa y efectiva para ellos y para la organización.

10.5. Conclusión

La matemática borrosa, aplicada a la selección de personal, permite 
operar con los datos inciertos de cada candidato mediante un modelo 
que no deforma la naturaleza subjetiva de la información, permitiendo a 
través de los subconjuntos borrosos, definir mejor el perfil deseado en el 
análisis del cargo y el perfil de cada participante, mediante la evaluación 
en el proceso selectivo.

Así, sobre la base de los modelos de comportamiento mencionados, 
las herramientas de la matemática borrosa aplicables son diferentes para 
cada uno de ellos.

Para el modelo de selección, que supone la elección del más calificado 
de los postulantes, porque no se dispone de un análisis del cargo, la ma­
temática borrosa propone un criterio de selección que consiste en optar 
por el candidato que reúna en mayor grado las cualidades requeridas, 
operando la intersección de los perfiles que poseen los aspirantes reclu­
tados. En tanto, si el administrador de recursos humanos ha establecido 
un perfil deseado, el criterio consistirá en elegir al candidato cuyo perfil 
borroso más se asemeje al definido en el análisis del puesto, esto a través 
del cálculo del coeficiente de adecuación, o bien, de la distancia relativa 
de Hamming.

Respecto al modelo de clasificación, la asignación de los postulantes a 
los puestos de trabajo se realiza a través de una jerarquización de las dis­
tancias relativas y la posterior identificación de aquellos que más se 
acercan a los perfiles buscados. Esto trae aparejada la ventaja de haber 
evaluado simultáneamente y con el mismo método a todos los aspiran­
tes, lo que brinda una importante información, pues la organización no 
solo determina los más aptos para cada vacante sino que, además, sabe 
cómo se adaptarán las personas evaluadas a los distintos cargos, en caso 
de necesitar cubrirlos transitoria o permanentemente en el futuro.

Finalmente, para el modelo de selección multifuncional, hacia el que 
parecen dirigirse las necesidades de la empresa actual, la técnica pro­
puesta define el perfil deseado como la unión de los perfiles de las tareas 
individualmente consideradas, para luego calcular la distancia relativa 
de los postulantes respecto a aquél. El decididor puede fijar un valor de­
terminado de distancia más allá del cual los candidatos serán rechaza­
dos.



En suma, la función de recursos humanos puede valerse de la mate­
mática borrosa para operar con los datos inciertos que surgen de su ac­
cionar, logrando el sinceramiento de la información para que sus deci­
siones sean efectivas tanto a los fines organizacionales como a los indi­
viduales de sus miembros.





Capítulo 11

Presupuesto base cero

11.1. Introducción

La organización, como grupo social deliberadamente construido 
para cumplir un fin determinado, se caracteriza por poseer un 
comportamiento finalista; consecuentemente persigue un objetivo 
cardinal, que indica la orientación fundamental para la cual se es­
tablece, funciona y se proyecta en el futuro.

Como aspecto direccionador de la conducta organizacional, todo 
ente se propone determinadas metas relativas a su propia estructu­
ra administrativa y económica.

El hecho de que la fuerza de estas metas dependa de otros fines 
más lejanos, lleva a disponerlas en una jerarquía en la que cada ni­
vel ha de ser considerado como un fin en relación con los niveles 
que tiene debajo y como un medio en relación con los que tiene por 
encima. El comportamiento administrativo logra integración y co­
herencia por medio de la estructura jerárquica de fines, porque ca­
da componente de una serie de comportamientos alternativos se 
pondera de acuerdo con una escala comprensiva de valores: la de 
los fines últimos (Simon, 1979).

"La planificación y control integral de las utilidades, o acti­
vidad presupuestaria, sigue siendo de primordial importancia 
en casi todas las organizaciones. Para una plena comprensión 
del proceso de planificación y control de las utilidades, los ge­
rentes de empresas necesitan familiarizarse con todos los as­
pectos de las metas, procedimientos técnicos y efectos de la ac­
tividad presupuestaria. E igualmente importante, sin embargo, 
es la comprensión del vasto contexto organizacional dentro del 
cual se preparan y utilizan los presupuestos" (Welsch, 1990).

El presupuesto, en su concepción más simplificada es una previ­
sión o cálculo anticipado de gastos y de recursos, a través del cual



se busca optimizar la aplicación de estos últimos para hacer frente a 
los primeros, en este sentido el preupuesto es visto como un límite 
a las erogaciones (Horngren y Sundem, 1993). Desde un enfoque 
integral, constituye la síntesis de los procesos de toma de decisiones 
de la organización en su totalidad; es el instrumento que condensa 
los fines y medios de la organización, permitiendo darles forma en 
términos económicos.

Ahora bien, cuando se totalizan los deseos presupuestarios de los 
responsables de cada centro de decisión de una organización, suce­
de que generalmente éstos son superiores a los recursos disponi­
bles, por lo cual deberán analizarse las actividades para establecer 
cuáles revisten menos importancia para el logro de los objetivos 
comprometidos y determinar la combinación de actividades que 
optimicen el desempeño organizacional.

Existen, en principio, dos concepciones distintas en materia de fi­
losofía presupuestaria en su aspecto de elaboración: el presupuesto 
puede ser incremental o completo. El presupuesto incremental se 
limita a recoger las erogaciones del período anterior adoptando una 
actitud inercial que sólo se abandona para incorporar los costos de 
las nuevas actividades. El presupuesto completo, a cuya categoría 
pertenece el presupuesto base cero, somete a revisión, en cada ejer­
cicio presupuestario, todas y cada una de las actividades que se 
ejercen en la organización, incorporando un enfoque comprensivo 
y dinámico en el proceso de la formulación del presupuesto (Mallo 
y Merlo, 1996).

Resumiendo, el Presupuesto Base Cero es una herramienta en­
marcada en el sistema Activity Based Budgeting (Presupuesto Ba­
sado en la Actividad) que se caracteriza por obligar a los adminis­
tradores a justificar por entero su requerimiento presupuestario, 
detallándolo a partir de lo más elemental, y que les transfiere la 
carga de la prueba en que fundan su derecho al uso de fondos 
(Austin, 1982). Es decir; se trata ni más ni menos de obligar a los 
responsables a fundamentar las cifras en necesidades concretas y 
cuantificables no sólo por los incrementos, sino también a partir de 
la nada.

En cuanto a la metodología de preparación, el presupuesto base 
cero comprende dos fases fundamentales:

1. preparación de los paquetes de decisión, donde se definen los 
objetivos que se espera alcanzar y las actividades que permitirán 
tales logros,



2. selección y clasificación de los paquetes de decisión, lo que im­
plica establecer un orden de prioridades entre las distintas alterna­
tivas que -como dijimos antes- optimicen la búsqueda del logro de 
los objetivos planteados, dentro de un umbral (límite de máxima o 
de mínima según el caso), que determina las restricciones que en­
frenta el decididor para lograr sus objetivos.

Es precisamente en esta segunda fase, donde propondremos la 
aplicación de la matemática borrosa como forma de tratamiento de 
la incertidumbre.

11.1.1. Utilización de números borrosos triangulares

Si bien el presupuesto base cero ofrece cierta flexibilidad a través de 
los grados de esfuerzo, la limitación radica en que los valores que 
representan éstos son estrictos, cuando en realidad sería preferible 
expresarlos a través de intervalos de confianza. Es más sincero, al 
trabajar en presupuestos inciertos, utilizar números borrosos en lugar de 
números concretos, ya que no se puede ser muy preciso en las 
proyecciones presupuestarias, como consecuencia del contexto 
turbulento donde lo normal es el cambio (Kaufman y Gil Aluja, 1987).

Entre los distintos elementos de la matemática borrosa decidimos va­
lernos de los números borrosos triangulares.

Si Ao es una unidad presupuestaria cuyo número borroso triangular 
es igual a (120,160,210), el valor de 160 unidades monetarias, proviene 
del estudio técnico realizado y por lo tanto su nivel de confianza es igual 
a uno, y además sabemos que el valor que adoptará la unidad 
presupuestaria no se ubicará fuera de los extremos 120 y 210, cuyos 
niveles de confianza son iguales a cero.

También se lo expresar a través de sus funciones características de 
pertenencia. Es decir, como un número borroso en el que sus límites 
V0<a<1 están representados por JLI(  ̂ lineales, y cuando a = 1, dichas 
funciones se intersectan".

Veamos el siguiente gráfico para facilitar la comprensión de la herra­
mienta utilizada:



F igura 1
N úm ero borroso triangular

Donde:
|i(x): es la función característica de pertenencia, 
a : es el nivel de confianza de los valores x
x : valores correspondientes al conjunto referencial dado, que en nuestro 
ejemplo son unidades monetarias.
Y podemos definir sus funciones características de pertenencia de la 
siguiente manera:

V x e R

H A(x) = o si x < ai

x-a. si ai < x < an

-x + a. si ã2 < x < a3

Si X > ã3



11.2. Ejemplo de aplicación práctica

11.2.1. Preparación de los paquetes de decisión

11.2.1.1. Actividades que constituyen los centros de decisión

El caso que desarrollaremos consiste en la explotación de un balneario 
aplicando la técnica de base cero al presupuesto de la próxima tempora­
da estival. Supondremos que la unidad turística fiscal aún no se encuen­
tra prestando servicios dado que recientemente ha sido adjudicada la 
concesión, y que ha realizado su análisis de evaluación del proyecto de 
inversión para el período que abarca la concesión.

Además, a los efectos del ejemplo, vamos a presupuestar para el pri­
mer período de gastos, donde el flujo de fondos neto del período cero de 
nuestra valuación del proyecto de inversión, nos define el máximo a 
gastar al que denominaremos umbral.

Las actividades consideradas (unidades presupuestarias o centros de 
costos) son: las unidades de sombra (carpas y accesorios), gastronomía 
(bar, restaurante, servicios en carpas), estacionamiento, actividades re­
creativas y de esparcimiento, las que comprenden las distintas alternati­
vas de inversión que a continuación se detallan, para el período de pla­
neamiento antes indicado.

• S: Unidades de Sombra
So: carpas de lona, tamaño estándar, camino peatonal de un sentido, 

mesa y cuatro sillas por carpa, cestos para basura plásticos modelo es­
tándar.

Si: carpas de lona, tamaño estándar, camino peatonal de dos sentidos, 
mesa, cuatro sillas y una reposera por carpa, cestos para basura plásticos 
modelo estándar.

S?: carpas de palo, tamaño estándar, pasillo de dos sentidos, mesa, 
cuatro sillas y una reposera por carpa, cestos para basura plásticos mo­
delo estándar.

• G: Gastronomía
Go: bar, restaurante, sin atención en las carpas
Gi: bar, restaurante, con atención en las carpas

• E: Estacionamiento
E0: estacionamiento a cielo abierto, dos cuidadores
Ei: estacionamiento cubierto, dos cuidadores



• R: A ctiv id ad es R ecreativ as y de E sp arcim ien to  
Ro: red d e v oley , ju eg o s d e m esa, m etego les  
Ri: red de voley , ju eg o s d e m esa , m etego les, fú tb o l 5 en  la arena 
R2: red  de voley , ju eg o s de m esa, m etego les, fú tbo l 5 en sup erfície  

sin tética
R3: red  de v oley , ju eg o s de m esa, m eteg o les, fú tbo l 5 en  su p erficie  sin­

tética, fitness, gu ard ería  p ara n iños

A sim ism o, estab lecerem o s las s ig u ien tes  re laciones en tre  ellos: u n id a­
des de som b ra  S o <Si<S2; g astro n o m ía  Go<G i; estacio n am ien to  Eo<Ei; y 
recreació n  R0< R 1< R 2<RV lo  que sig n ifica  q u e  cad a a ltern ativ a  de in v er­
sión  gen era  m ás gastos que la an terio r, en  v irtud  de que con tien e todas 
las p restacio n es de ella.

11.2.1.2. Jerarquización de las actividades: presupuestación 
por grados de esfuerzo

A con tin u ació n , d ebem os estab lecer un o rd en  de p referen cias  entre 
las u n id ad es d e p resu p u estació n  listad as en 10 .2 .1.1 p ara  lu ego  obtener 
la v a lo rizació n  de las com b in acio n es resu ltan tes  q u e  nos p erm itirá  eleg ir 
el p aq u ete  d e  d ecisió n  ó p tim o q u e se a ju ste  al u m bral q u e  en fren tare­
m os.
La elección  ha sid o  la s igu iente:

E lección  O p cio n es p resu p u estarias

1) So So

2) E0 So+Eo

3) Go So+Eo+Go

4) s , S i+ E o+ G q

5) Ei S 1+E 1+G 0

6) Ro S | + E | + G 0+Ro

7) R. S1+E1+G 0+R1

8) G, S | + E | + G i+ R |

9) r 2 S1 + E 1 + G 1 + R 2

10) R3 S1+ E 1 + G 1 + R 3

11) S2 S2+ E 1 + G 1 + R 3

D ejarem os estab lecid o  q u e tod o  p resu p u esto  es m ay o r q u e  su  pred e­
cesor, en v irtu d  de q u e  con tien e  tod os los e lem entos de este  últim o.



11.2.2. Selección y clasificación de los paquetes de decisión

11.2.2.1. Establecimiento de los números borrosos 
triangulares en unidades monetarias

Para cada una de las alternativas definiremos los montos que a conti­
nuación se detallan utilizando números borrosos triangulares.

50 = (100,130,150)

51 = (110,135,115)

5 2 = (130,150,170)

Go = (200,220,240)

Gi = (210,230,250)

Eo = (50,60,70)

E i = (70,80,90)

Ro = (10,15,20)

R i = (30,50,70)

R 2 = (60,80,90)

R 3 = (80,100,130)

Ahora, tomando el orden establecido en 11.2.1.2 debemos calcular los 
presupuestos, aplicando las propiedades de la suma de números borro­
sos triangulares.

1) So = (100,130,150)
2) So (+) Eo = (100,130,150) (+) (50,60,70)= (150,190,220)
3) So  (+) Eo (+) Go = (100,130,150) (+) (50,60,70) (+) (200,220,240) =
(350.410.460)
4) Si (+) Eo (+) Go = (110,135,150) (+) (50,60,70) (+) (200,220,240)=
(360.415.460)
5) S i  (+) Ei  ( +)  Go = (110,135,150) (+) (70,80,90) (+) (200,220,240)= 
(380,435,480)
6) S i  (+) Ei  (+) Go (+) R o =  (110,135,150) (+) (70,80,90) (+) (200,220,240) 
(+) (10,15,20) = (390,450,500)



7) Si (+) E1 (+) Go (+) Ri = (110,135,150) (+) (70,80,90) (+) (200,220,240) 
(+) (30,50,70) = (410,485,550)
8) Si (+) Ei (+) G1 (+) R1 = (110,135,150) (+) (70,80,90) (+) (210,230,250) 
(+) (30,50,70) = (420,495,560)
9) Si (+) E1 (+) G1 (+) R 2= (110,135,150) (+) (70,80,90) (+) (210,230,250) 
(+) (60,80,90) = (450,525,580)
10) S t (+) Ei (+) Gi(+) Ra= (110,135,150) (+) (70,80,90) (+) (210,230,250) 
(+) (80,100,200) = (470,545,690)
11) S 2 (+) E i (+) Gi(+) R 3= (130,150,170) (+) (70,80,90) (+) (210,230,250) 
(+) (80,100,200) = (490,560,710)

11.2.2.2. Fijación del umbral

Hemos mencionado como una de las características de la técnica de 
base cero la determinación de un umbral, que en nuestro caso determi­
nará si una inversión será aceptada o no, a partir del nivel de aceptación 
que tenga. Este umbral constituye el nivel de inversión máximo permi­
tido para el desarrollo de las actividades, y por encima del cual el objeti­
vo de rentabilidad establecido al momento del análisis del proyecto de 
inversión global no se cumpliría.

En este sentido, y dado que estamos trabajando con números borro­
sos, estableceremos un umbral borroso -d , representado a través de la

siguiente función característica de pertenencia :

V p e[0,1], xeR+

P d(x> = 1
_ (-X + 630) 
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= 0

para 0 < x < 490

para 490 < x < 630 

para 630 < x

Es menester aclarar que no es necesario considerar un umbral borro­
so rectilíneo, como es nuestro caso, sino que se puede tomar cualquier 
otra curva con tal que p(x) = 1, X < 1 i ; p(x) = 1, X > I 2 y P(x) sea monóto­
na decreciente entre 1 i y 1 2- 

Gráficamente, se representa por:



O
490 630

Figura 2 
Um bral borroso

11.2.2.3. Cálculo de los índices de aceptación

El paso siguiente consiste en calcular los índices de aceptación de cada 
uno de los presupuestos obtenidos en 11.2.2.1 de modo tal de represen­
tar el grado en que las distintas alternativas cumplen con la restricción 
impuesta representada por la función umbral (Anexo 11.1).

Por razones de simplificación desarrollaremos los índices de acepta­
ción correspondientes a los presupuestos 7), 8), 9), 10) y 11), a los que 
designaremos: ¿ , S’, C , V y £  respectivamente, dado que los anterio­
res se encuentran muy por debajo del umbral.

Definimos al índice de aceptación k como el grado en que un presu­
puesto determinado cumple con la restricción dada por el umbral, el 
que se calcula a través de la relación entre el área del número borroso 
triangular que cumple con el umbral (2,) y el área total de aquel (Ç1).

En la figura 3 vemos la relación entre los últimos cinco presupuestos y 
el umbral definido, pudiencio decir en primera instancia que el presu-
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a s  e  v s
|.l(x)

Figura 3
Comparación de los presupuesto con el umbral



puesto a  tendrá un índice de aceptación igual a uno, y que el presu­
puesto B tendrá el menor índice de aceptación.

Los índices de aceptación k , calculados de la forma en que se indicó, 
son las siguientes:
a) ^  = (+) Ei (+) Go(+)Ri= (410,485,550)

kL¿?)=area  ̂ =1
área ^1

b) g’ = S i (+) Ei (+) G i(+ ) Ri= (420,495,560)

area ~ = 0,997442 
área íp

c) e  =  S i (+) El (+) G i(+ ) R 2 = (450,525,580)

YXB.lU

kl I = =  0,93297
área

d) V — Si (+) Ei (+) G i(+ ) R 3 — (470,545,690)

k{p .A  = a rea  ̂ =0,54123 
v~ -' área Çi

e) S =  S 2 (+) Ei (+) Gi(+) R 3= (490,560,710) 

áreak S . ¿  =
área £1

^  = 0,42424

11.2.2.4. Elección del presupuesto

Para analizar los distintos índices de aceptación se debe tener en cuen­
ta los objetivos que influyen sobre el decididor y la flexibilidad del aná­
lisis de rentabilidad del proyecto de inversión, ya que si el decididor tie­
ne aversión al riesgo elegirá el presupuesto / i , mientras que si es arries­
gado elegirá el presupuesto B o g , cuyos índices de aceptación son me­
nores; pero nunca elegirá los presupuestos v  y S por sobrepasar excesi­
vamente el umbral.

En este caso, elegimos el presupuesto B por tener un índice de acep­
tación muy cercano a la unidad, un riesgo aceptable, y considerar que 
las erogaciones representadas por su número borroso triangular no alte­
rará en demasía el objetivo de rentabilidad establecido.

Consideramos que el presupuesto g  excede inapropiadamente el
umbral definido, lo que agregaría demasiada inestabilidad a la decisión 
tomada.



En el gráfico siguiente vemos que la zona sombreada corresponde a la 
proporción del presupuesto S’ , el cual abarca casi la totalidaci del área
del mismo.

Figura 4
Elección del presupuesto

11.3. Conclusión

El fin de este trabajo es poner a disposición de los profesionales 
en ciencias económicas una herramienta que adecúe el análisis de 
toma de decisiones de cara al siglo XXI, el que se presenta cada vez 
más incierto y complejo, enfrentando los dilemas que generan los 
distintos escenarios futuros.

Esto genera la necesidad de adecuar la información que rodea la 
toma de decisiones en condiciones de incertidumbre mediante la 
utilización de valores que la cuantifiquen, sobre todo en materia 
presupuestaria donde es difícil ser muy precisos en las proyeccio­
nes como consecuencia del ambiente turbulento que ha de enfren­
tar la organización finalista oportunamente definida en el punto 
11.1.

En base a lo antedicho concluimos que resulta más lógico y since­
ro construir presupuestos donde se plasman las metas y planes de 
las organizaciones en términos de recursos y gastos, en números 
borrosos, que utilizar presupuestos basados en números concretos.

Es dable destacar que si bien en este trabajo aplicamos números 
borrosos triangulares, la matemática borrosa nos brinda importan­
tes herramientas para aplicar en el planeamiento estratégico como 
la teoría de los subconjuntos borrosos, el número borroso L. R. De 
Dubois y Prade, y otros números borrosos que permiten satisfacer 
las necesidades de los decididores.





Capítulo 12

Selección de inversiones

12.1. Introducción

En la actualidad, las empresas realizan su actividad en un am­
biente de cambios generados por la rápida evolución del entorno 
social en que se mueven y por el continuo y acelerado desarrollo 
tecnológico que hace variar en forma permanente el horizonte em­
presarial (Gil Lafuente, 1990).

Es en este contexto donde el empresario debe tomar decisiones 
cuya repercusión económica y financiera no se limita al momento 
en que las adopta, sino que se prolonga, en muchos casos, a lo largo 
de varios años.

Ante un problema en condiciones de certeza, suponemos que los 
directivos se comportan como si tuvieran información completa 
que relaciona un único estado de la naturaleza con cada curso al­
ternativo de acción. Los criterios de decisión en condiciones de cer­
teza son utilizados para seleccionar una y sólo una de las alternati­
vas que se presentan en el ámbito operativo, donde el horizonte de 
planeamiento es acotado, o cuando la empresa ejerce influencia su­
ficiente como para controlar su escenario de actuación.

Cuando la decisión es tomada en niveles estratégicos, el horizon­
te de planeamiento se expande y por lo tanto desaparece la situa­
ción de certeza.

En ausencia de este supuesto, ya no existe una relación unívoca 
entre las distintas alternativas que se le presentan al decididor y sus 
resultados. Es decir, se presentan varios estados de la naturaleza a 
los que se podrá asociar una probabilidad de ocurrencia, objetiva o 
subjetiva según su forma de cálculo, teniendo que decidir en un 
contexto bajo condiciones de riesgo (Grupo de Investigación, 1998). 
En este esquema se define a la probabilidad como una medida del 
grado de confianza que una persona tiene en la veracidad de un 
planteo dado.



Ahora bien, en el ámbito estratégico, el individuo debe tomar de­
cisiones en un contexto en el que son escasas o nulas las situaciones 
comerciales repetitivas. Como ya expresamos anteriormente, el 
medio social, económico y financiero en el que se desenvuelven las 
empresas está en constante cambio. Además los actos de los hom­
bres no siguen leyes de comportamiento, generándose las condi­
ciones de incertidumbre bajo las cuales el empresario debe decidir.

La incertidumbre no significa ausencia de información, sino ne­
gación de certeza (Pérez, 1981). Es por ello que en este contexto es 
posible que el decididor obtenga cierta información, aunque no 
pueda asociar a los distintos estados de la naturaleza probabilida­
des de presentación pues las mismas no existen o no son conocidas 
por quien decide.

Es en este ambiente incierto donde la matemática borrosa puede 
ser utilizada como complemento de las herramientas aplicables pa­
ra la solución de problemas. En el caso particular de la evaluación 
de proyectos de inversión se reformulan los modelos tradicionales 
aplicando la matemática borrosa, con el fin de sincerar la informa­
ción y mejorar consecuentemente la toma de decisiones.

El objetivo propuesto es aportar una manera diferente de enfocar 
los problemas de gestión, adaptando los instrumentos clásicos para 
que resulten útiles en un contexto incierto.

12.2. Valor Actual Neto. Descripción del modelo

En la literatura sobre evaluación de proyectos se pueden encontrar 
varios modelos cuyos criterios de selección sirven para fundamentar la 
racionalidad de las decisiones de inversión.

Entre ellos, uno de los que tiene en cuenta la cronología de los flujos 
de caja y utiliza por ello el procedimiento de actualización para homo­
geneizar las cantidades de dinero percibidas en diferentes momentos es 
el criterio del valor actual neto (VAN).

Como no es nuestro objetivo profundizar éste tema, explicaremos bre­
vemente cómo se aplica dicho modelo. El modelo del VAN consiste en 
actualizar los flujos netos de fondos, mediante una tasa de descuento 
(tasa de costo del capital), cuya sumatoria será comparada con la inver­
sión inicial (Brealey y Myers, 1993).
El criterio de valor actual neto supone inversiones no complementarias, 
que permitan aceptación de unas y rechazo de otras y, además, un obje­
tivo de maximización de beneficios.



Siendo k la tasa de retorno requerida (costo del capital) de la inver­
sión, el VAN será:

donde:
A: inversión inicial.
Q¡: Flujo neto de fondos.
n: cantidad de períodos que abarca el proyecto.

El criterio de aceptación o rechazo de la inversión, se establece en fun­
ción del monto del VAN. La regla es aceptar toda inversión cuyo VAN 
es mayor que cero y en caso de haber más de un proyecto ante una si­
tuación de restricción de capital, se optará por el que tenga un mayor 
capital valor.

En caso de encontrarnos en una situación de incertidumbre respecto 
del conocimiento de la tasa de descuento (9), la fórmula que permite el 
cálculo del VAN, dentro de R+, es la siguiente:

donde la tasa de descuento está dada por un número borroso triangular, 
en el cual a¡ representa el valor más alto del costo del capital, t) su valor 
más bajo y ny, el valor más posible, correspondiéndole un valor dea=l, 
es decir, es el valor que posee un mayor nivel de confianza para el deci­
didos

12.2.1. Ejemplo de aplicación considerando incertidumbre 
en la tasa de descuento.

Para analizar la conveniencia de encarar uno de los proyectos que a 
modo de ejemplo presentamos a continuación disponemos de la si­
guiente información:

[12.1]



• Proyecto UNO:
A= $ 5.000, inversión inicial a realizarse en el momento 0.

í Qi bj mj aj
1 3.000 0,06 0,08 0,11
2 4.000 0,07 0,10 0,12
3 5.000 0,08 0,10 0,13
4 6.000 0,09 0,12 0,14
5 7.000 0,10 0,12 0,15

• Proyecto DOS.
A= $ 7.000, inversión inicial a realizarse en el momento 0.

i Qt h mj . %
1 5.000 0,06 0,08 0,11
2 5.000 0,07 0,10 0,12
3 5.000 0,08 0,10 0,13
4 5.000 0,09 0,12 0,14
5 5.000 0,10 0,12 0,15

A los fines de una exposición clara, primero calcularemos el VAN del 
proyecto UNO, y luego el del proyecto DOS, para luego determinar cuál 
es el más conveniente.

Como punto de partida, podemos asociar un número borroso triangu­
lar (NBT) a cada nivel de confianza, así la tasa de actualización queda 
expresada como:

Va  e [0,1]
A,, = [bj(a),aj(cx)]= [bj +(mj - b i)ala l -(a, -m,)*] [12.2]

Entonces, para el Proyecto Uno tendremos para los distintos j años las 
siguientes funciones a la izquierda del valor central:
1) l + b,(a) = 1 + b, + (m, -b,)a = 1,06 + 0,02a 

1 + b2 (a) = 1 + b2 + (m, -  b2 )a = 1,07 + 0,03a 
1 + b,(a) = 1 + b, + (ni, -  b,)a = 1,08 + 0,02a 
1 + b4 (a) = 1 + b4 + (m4 -  b4 )a = 1,09 + 0,03a 
1 + b,(a) = i + b5 + (m3 -  b Ja  = 1,10 + 0,02a

Partiendo de estos valores, podemos calcular el producto de [1 + bja)] 
para cada uno de los j - períodos, y así obtener la tasa de descuento 
acumulada para cada año.



í Desarrollo de la tasa acumulada
1 (1,06+0,02a)
2 (1,06+0,02a)(l,07+0,03a)
3 (1,06+0,02a) (1,07+0,03a) (1,08+0,02a)
4 (1,06+0,02a)(l,07+0,03a) (1,08+0,02a) (1,09+0,03a)

5 (1,06+0,02a)(l,07+0,03a) (1,08+0,02a)(l,09+0,03a) (1,10 
+0,02a)

Análogamente, haremos los mismos cálculos para obtener la tasa acu­
mulada a la derecha del valor central:

3) 1 + a ,(a ) =  1 +  a, -  (a, -n i , )a =  1,11 -  0,03a
l + a2(a) = I + a2 -  (a, - m 2)a = 1,12-0 ,0 2 a  
l + a,(a) =  l +  a3 -  (a, -m_,)a = 1,13-0 ,03a 
1 + a4(a) = 1 + a4 -  (a4 -  m4)a = 1,14- 0,02a 
1 + a5(a) = 1 + a 5 - ( a 5 - m , ) a  = 1,15 -  0,03a

y la tabla correspondiente al producto de la tasa de descuento será:

4) ____ _____________________________________________
? Desarrollo de la tasa acumulada
1 (1,11-0,03a)
2 (1,11-0,03a)(l,12-0,02a)
3 (1,11 -0,03a) (1,12-0,02a) (1,13-0,03a)
4 (1,11-0,03a)(l,12-0,02a)(l,13-0,03a)(l,14-0,02a)

5 (1,11 -0,03a) (1,12-0,02a) (1,13-0,03a) (1,14- 
0,02a) (1,15-0,03a)

Los resultados de 1, para distintos valores dea son:

5)
í \a 0 0,20 0,40 0,60 0,80 1

1 1,06 1,064 1,068 1,072 1,076 1,08
2 1,07 1,076 1,082 1,088 1,094 1,10
3 1,08 1,084 1,088 1,092 1,096 1,10
4 1,09 1,096 1,102 1,108 1,114 1,12
5 1,10 1,104 1,108 1,112 1,116 1,12

De igual forma, para 3, tendremos:



í \ a 0 0,20 0,40 0,60 0,80 1
1 1,11 1,104 1,098 1,092 1,086 1,08
2 1,12 1,116 1,112 1,108 1,104 1,10
3 1,13 1,124 1,118 1,112 1,106 1,10
4 1,14 1,136 1,132 1,128 1,124 1,12
5 1,15 1,144 1,138 1,132 1,126 1,12

Las tasas de descuento acumuladas a la izquierda y derecha del valor 
central resultantes para los mismos valores de a y para los distintos j 
años, se informan en los cuadros 7 y 8, respectivamente.

7) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
j\ a 0 0,20 0,40 0,60 0,80 1

X 1,06 1,064 1,068 1,072 1,076 1,08
2 1,1342 1,1449 1,1556 1,1663 1,1771 1,188
3 1,2249 1,241 1,2573 1,2736 1,2901 1,3068
4 1,3352 1,3602 1,3855 1,4112 1,4372 1,4636
5 1,4687 1,5016 1,5351 1,5692 1,6039 1,6392

8)
j \ a 0 0,20 0,40 0,60 0,80 1

1 1,11 1,104 1,098 1,092 1,086 1,08
2 1,2432 1,2321 1,221 1,2099 1,1989 1,188
3 1,4048 1,3848 1,3651 1,3454 1,326 1,3068
4 1,6015 1,5732 1,5452 1,5177 1,4905 1,4636
5 1,8417 1,7997 1,7585 1,718 1,6783 1,6392

Una vez calculadas las tasas de actualización a aplicar en cada perío­
do estamos en condiciones de obtener el VAN del proyecto analizado, 
así para los distintos valores dea, obtenemos los siguientes resultados:

9) ___________________ _
a VAN
0 [12.027,14.699]

0,20 [12.278,14.415]
0,40 [12.535,14.138]
0,60 [12.797,13.866]
0,80 [13.066,13601]

1 [13.341,13.341]
Estos valores surgen de dividir el flujo de fondos de cada período por la 

tasa borrosa acumulada en dicho período para los distintos valores dea.
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Si analizamos los valores de la tabla anterior, observamos que no se 
trata de un número borroso triangular - NBT - pues sus funciones de 
pertenencia no son lineales. Pero, es posible trabajar con el NBT formado 
por los mismos valores extremos (ai, a3) y mismo valor central (a2) sin 
perder información, siempre que la distancia promedio a la izquierda y 
derecha no sea significante.

Los autores Jiménez y Rivas desarrollan en su trabajo la expresión que 
nos permitirá sopesar fácilmente hasta qué punto es aceptable asignar 
una distribución de posibilidad triangular a un resultado cuya distribu­
ción de posibilidad no es triangular, siempre que se mantengan iguales 
los soportes (valores extremos para a=0)y el núcleo (valor central para

En nuestro caso dicho coeficiente de error es 0,0091 lo cual es una me­
dida razonablemente aceptable. Esto quiere decir que si un determinado 
valor de x tiene asignado un valor de a = 0,50 si admitimos la aproxima­
ción triangular resultante, a dicho valor de x le corresponderá un valor 
de a entre 0,50 - 0,0091 y 0,50 + 0,0091; que representa una diferencia in­
apreciable.

Por lo tanto, en lo sucesivo trabajaremos con el NBT aproximado de 
los resultados no triangulares, habiendo constatado que los errores 
asociados no son superiores al nivel fijado como aceptable (0,02); con el 
objeto de simplificar los cálculos y sin perder información.

Así, los valores extremos (es decir el VAN paraa=0) y el valor central 
(VAN para oc=l) se convierten en los valores característicos del NBT. En 
nuestro ejemplo el NBT que representa el valor actual neto del Proyecto 
UNO, al que denominaremos U es:

ot=l) (24).
Dicha expresión es:

[12.3]

U =(12.027,13.341,14.699) 

Gráficamente representado en la figura 1:

/
\

/

] 13,341 14,699 $

F igura 1. VAN Proyecto UNO con incertidumbre en la tasa



A su vez, en las próximas divisiones calcularemos el valor central y 
los valores extremos de cada NBT aplicando:

A (.)B  =  (a 2 — a i )cx + a , ( a , - a , ) g  +  a,
(b; -  b,)a + b, ' (b: -  b, )a + b,

para 0  = 0 7 0  = 1 , con lo cual obtendremos los valores característicos del 
NBT aproximado.

Ahora procederemos a aplicar los cálculos efectuados sobre las tasas 
al Proyecto DOS.

Aplicando la ecuación del VAN obtenemos los siguientes resultados:

a VAN
0 [10.923,13.356]
1 [12.131,12.131]

Por ser ambos proyectos aceptables según el criterio de evaluación 
utilizado, para seleccionar uno de ellos debemos clasificarlos en un or­
den total, de modo tal de determinar el mayor de ambos números bo­
rrosos. En el caso que nos ocupa, se observa que los números borrosos 
que representan el valor actual neto de los proyectos se manifiestan cla­
sificados en un orden total por lo cual este paso no es necesario. No obs­
tante, la herramienta a aplicar en el caso en que la clasificación se pre­
sente en un orden parcial, es el cálculo de la distancia de Hamming, co­
mo analizaremos más adelante en el punto 12.3.

Gráficamente, el proyecto DOS puede representarse:

C ¡D  10923 12131 13356 $

Finí ir a  2. VAN P r o y f c t o  DOS c o n  t n c f r t t d t jm r r f

Como podemos observar en la figura 3, es más conveniente tomar la 
decisión de realizar la inversión en el Proyecto UNO, debido a que pro­
porciona un VAN mayor que el Proyecto DOS.



F igura 3. Comparación de los números borrosos

12.2.2. Ejemplo de aplicación considerando incertidumbre en 
los flujos de fondos netos con tasa de descuento cierta

En caso de encontrarnos en una situación de incertidumbre única­
mente respecto del conocimiento de los flujos de fondos la ecuación del 
VAN, dentro de R+, es la siguiente:

n
VA N  =  - A  +  X  

7 = 1

Q ' » j
[12.4]

Donde los flujos de fondos netos están dados por un NBT, en el cual 
Qaj representa el valor más alto, Qb¡ su valor más bajo, ambos para un 
valor de a = 0 y Qmj, el valor más posible, es decir, el correspondiente a 
un a=l, siendo el valor que posee un mayor nivel de confianza para el 
decididor.

Veamos un ejemplo:

• Proyecto UNO:
A= $ 5.000, inversión inicial a realizarse en el momento 0.

) kj tasa
acum. Qbj Qmj Qaj

1 1,08 1,08 2.500 3.000 4.000
2 1,10 1,188 3.000 4.000 4.500
3 1,10 1,3068 4.000 5.000 6.000
4 1,12 1,4636 5.500 6.000 6.500
5 1,12 1,6392 6.000 7.000 8.000



• Proyecto DOS.
A= $ 7.000, inversión inicial a realizarse en el momento 0.

i kj tasa
acum. Qbj Qntj Qaj

1 1,08 1,08 4.000 5.000 6.000
2 1,10 1,188 4.100 5.000 5.900
3 1,10 1,3068 4.200 5.000 5.800
4 1,12 1,4636 4.300 5.000 5.700
5 1,12 1,6392 4.400 5.000 5.600

Con estos datos estamos en condiciones de calcular los NBT que 
presentan el valor actual neto de ambos proyectos:

• Proyecto UNO

i
QM

actualizado
Qmj

actualizado
Qaj

actualizado
In v . in icia l 5.000 5.000 5.000

1 2.315 2.778 3.704
2 2.525 3.367 3.788
3 3.061 3.826 4.591
4 3.758 4.099 4.441
5 3.660 4.270 4.880

V A N 10.319 13 .341 1 6 .404

• Proyecto DOS

1
Qfei

actualizado
Qmi

actualizado
Qaj

actualizado
In v . in icial 7.000 7.000 7.000

1 3.704 4.630 5.556
2 3.451 4.209 4.966
3 3.214 3.826 4.438
4 2.938 3.416 3.894
5 2.684 3.050 3.416

V A N 8.991 1 2 .131 15 .271

re-



En este caso en particular observamos que los tres valores característi­
cos del NBT que representa el valor actual neto del Proyecto DOS, al que 
denominamos D, son menores a los respectivos valores de U, por ello
estamos en condiciones de afirmar que el VAN resultante del proyecto 
DOS es menor que el del proyecto UNO pues se trata de números bo­
rrosos comparables. Por ello seleccionaremos el proyecto UNO sin nece­
sidad de utilizar herramientas adicionales como la Distancia entre Nú­
meros Borrosos.

Lo expuesto se puede observar en la figura 4:

Ji/

/ K ''■...UNO
DOS / /' ' '/ / I i \ \ \ \
/ / i 1 \ \
// ; \
/ / j
f / '
/ l !

0 ' 8991 12131 15271 $

Figura 4. Comparación df. ambos proyectos.

Como observamos D es siempre menor que U .

12.2.3. Ejemplo de aplicación considerando incertidumbre
en la tasa de descuento y en los flujos de fondos netos

Avancemos más en el análisis y consideremos ahora que se puede es­
timar entre qué mínimo y máximo pueden situarse, tanto los valores de 
los flujos de fondos como la tasa de descuento, para cada período "j" y 
cuáles son las cifras que tienen mayores posibilidades de que se cum­
plan.

Así, los flujos de fondos tomarán los siguientes valores: el más bajo 
será Qbj, el más posible (de presunción 1) será Qm, y el más alto será Qaj. 
Entonces tendremos como en 12.2.2:

Va e [0,1]

Q a j  = j  + \@m j ~ Q b  jft^Qa j~[@a j ~ Q m  jY J
Siendo los flujos de fondos netos considerados, los que corresponden 

para cada período "j".



Va e
l

( a / - m / k + b j + mJ  UJ

Por lo tanto, la expresión del valor actual neto al reconocer incerti­
dumbre en los flujos y tasa de descuento queda reformulada de la si­
guiente manera:

VAN = - A  + £  \Qb¡,Qaj\(.)

7 = 1 1 + vy y  (l + b i  y
[12.5]

El valor actual neto será entonces la sumatoria de los valores actuali­
zados de los flujos netos de fondos borrosos de cada uno de los períodos 
menos la inversión inicial.

Realicemos la selección de uno de los dos proyectos anteriores, supo­
niendo que se dispone la información que surge de los puntos 12.2.1 y 
12.2.2 para la tasa descuento y los flujos de fondos netos respectivamen­
te:

• Proyecto UNO:
A= $ 5.000, inversión inicial a realizarse en el momento 0.

i Qbi Qnij Qai b< ntj ai
1 2.500 3.000 4.000 0,06 0,08 0,11
2 3.000 4.000 4.500 0,07 0,10 0,12
3 4.000 5.000 6.000 0,08 0,10 0,13
4 5.500 6.000 6.500 0,09 0,12 0,14
5 6.000 7.000 8.000 0,10 0,12 0,15

• Proyecto DOS.
A= $ 7.000, inversión inicial a realizarse en el momento 0.

i Qbi Qmí Qai bi ai
1 4.000 5.000 6.000 0,06 0,08 0,11
2 4.100 5.000 5.900 0,07 0,10 0,12
3 4.200 5.000 5.800 0,08 0,10 0,13
4 4.300 5.000 5.700 0,09 0,12 0,14
5 4.400 5.000 5.600 0,10 0,12 0,15



Calcularemos, en primer término el valor actual neto del Proyecto 
UNO, para luego calcular el VAN correspondiente al Proyecto DOS, de­
terminando en último término cuál de ellos es el más conveniente.

Como mencionáramos en 12.2.1, utilizaremos para efectuar los cocien­
tes la siguiente expresión:

A (•)b  =  (a2 ~ a i)a  + a i ( a . - a j a  + a,
(b; -  b,)a + b, ' (b2 -  b, )a + b,

para a = 0 y a = 1, con lo cual obtendremos los valores característicos del 
NBT aproximado que represente el VAN de cada uno de los proyectos 
bajo estudio.

•Tasa acumulada

| /  tasa acum. m< at
1 1,06 1,08 1,11
2 1,1342 1,188 1,2432
3 1,2249 1,3068 1,4048
4 1,3352 1,4636 1,6015
5 1,4687 1,6392 1,8417

• VAN Proyecto UNO

í
Qbj

actualizado
Qm¡

actualizado
Qaj

actualizado
In v . inicial 5.000 5.000 5.000

1 2.252 2.778 3.774
2 2.413 3.367 3.968
3 2.847 3.826 4.898
4 3.434 4.099 4.868
5 3.258 4.270 5.447

VAN 9 .205 13 .341 17 .955



)
Qbj

actualizado
Q m

actualizado
Qa¡

actualizado
Inv.inicial 7.000 7.000 7.000

1 3.604 4.630 5.660
2 3.298 4.209 5.702
3 2.990 3.826 4.735
4 2.685 3.416 4.269
5 2.389 3.050 3.813

V A N 7.965 12.131 16.679

Por ser los dos proyectos aceptables al superar ambos la inversión ini­
cial, para seleccionar uno de ellos los clasificaremos en un orden total. 
Para ello procederemos de manera similar a lo explicado con anteriori­
dad en 12.2.2, pues observamos que en este caso también se cumple la 
condición que permite comparar ambos NBT sin calcular la distancia de 
Hamming a cierto valor real pues los tres valores característicos de 
D son menores a los respectivos valores de U .

Por lo tanto, hemos seleccionado el proyecto UNO por tener el mayor 
VAN.

La figura 5 representa la comparación gráfica de ambos proyectos:

' V7
DOS ;/ ■ / : .

í// /  .

i  j
/ 1 i 

i 1
i l i

j ¡ 1
i ./ ! / /

/ / i ¡
0 ' 9.585 13.907 17.972 $

Figura 5. Comparación de ambos proyectos.

Como podemos apreciar al considerar incertidumbre tanto en la tasa 
de descuento como en los flujos de fondos netos, la borrosidad de los 
valores actuales netos resultantes aumenta.

En todos los casos, el valor mínimo del NBT que representa el VAN 
de un proyecto, determina la peor situación que puede enfrentar la em­
presa, el valor central es el más posible y, por último, el valor máximo 
representa la situación más favorable del proyecto bajo análisis.



12.3. Flujos de fondos que se manifiestan en un orden 
parcial. Tratamiento adicional

En caso que los números borrosos triangulares representativos del va­
lor actual neto de los proyectos analizados no sean comparables en los 
términos descriptos anteriormente, es decir cuando se presentan en un 
parcial, debemos recurrir al concepto de distancia de números borrosos 
para poder clasificar estos NBT en un orden total.

Si suponemos que la empresa XX S.A. está evaluando los proyectos A, 
B y C; y que - luego de aplicar el procedimiento descripto en este capítulo 
- sus valores actuales netos están representados por los siguientes NBT:

A = VAN Proyecto A = (180 ; 205; 230)
B = VAN Proyecto B = (150 ; 200 ; 245)
C = VAN Proyecto C = (160; 215 ; 240)

Gráficamente representados en la figura 6:

Figura 6. Clasificación de proyectos de inversión.

Como apreciamos en la figura 6, estamos ante la presencia de tres 
NBT que no son comparables, y por lo tanto, no podemos determinar a 
simple vista cual de ellos representa al VAN mayor debido a que las 
funciones características de pertenencia de los mismos se intersectan pa­
ra 0<a<l.

Para salvar esta dificultad, calcularemos la distancia existente entre 
cada uno de los NBT y el número real 300, aplicando para ello lo visto 
en el capítulo 6.



Luego comparamos los resultados obtenidos, eligiendo aquel proyec­
to cuya distancia sea menor al real 300 pues, por ser éste último superior 
a todos los NBT comparados, el que más se le aproxime será el mayor.

Cálculo de las distancias:

d (A,300).-<300- 180);< 300- 230) .9 5

d (B,30o)ú3M - 150> ;(300- 245ú l 02,5

Por lo tanto seleccionamos como más conveniente al proyecto A (tra­
zo grueso en la figura 6), pues es el que posee el mayor valor actual neto, 
siendo además el que posee un índice de entropía no probabilística me­
nor en los términos del capítulo 5.

12.4. Tasa Interna de Retorno. Descripción del modelo.

Entre los métodos financieros de evaluación de proyectos de inver­
sión, encontramos el de la Tasa Interna de Retorno, cuyo procedimiento 
consiste en determinar la tasa de descuento o retorno que iguala a cero 
el valor actual neto, es decir:

A = I
Q,

(1+i)'
Donde:
A = Inversión inicial 
Qj = Flujos de Fondos para el período j 
i = Tasa interna de rentabilidad 
n = Número de períodos

12.4.1. Cálculo de la tasa interna de retorno en un 
ambiente incierto

Cuando se trabaja con flujos de fondos borrosos, lo que se obtiene no 
es la tasa interna de rentabilidad que todos conocemos, sino una aproxi­
mación a la misma que es la llamada Pseudo-Tir.

El método de Pseudo-Tir (25) no tiene por finalidad obtener la tasa 
que iguala los flujos de fondos actualizados a la inversión inicial; sino 
que su objetivo es determinar para qué tasa cierta, se hace mínima la dis-
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tanda de Hamming entre los flujos borrosos actualizados y la inversión 
inicial, la que puede ser o no incierta. De lo anterior resulta necesario 
destacar la diferencia entre lo que se puede llamar método convencional 
de la Tir y el método de la Pseudo-Tir. Así, expresamos:

í A - IM
O. Sc(

(1+i)
= Mínimo [12.6]

Donde:
A = Inversión inicial 
Qj = Flujos de Fondos para el período j 
i = Tasa interna de rentabilidad 
n = Número de períodos
a  = nivel de confianza correspondiente a los distintos flujos.

Como se observa en la ecuación, este método calcula la tasa a la que se 
minimiza la distancia de Hamming entre los flujos de fondos actualiza­
dos y la inversión inicial.

Es necesario destacar que la inversión inicial puede estar representa­
da por un número borroso o por un número cierto, de acuerdo al espec­
tro de incertidumbre que rodee el proyecto a analizar. En el caso de apli­
cación que desarrollaremos consideramos a la inversión inicial como 
cierta o nítida, es decir que no está representada por un número borroso 
ya que generalmente el decididor conoce el monto de inversión inicial a 
realizar.

12.4.2. Ejemplo de aplicación del método de Pseudo Tir

Dados los flujos de fondos borrosos y las inversiones iniciales de los 
proyectos 1 y 2 utilizados en el punto 12.2.2, vamos a calcular la Pseudo- 
Tir para cada uno de ellos y así determinar cuál de los dos proyectos es 
más conveniente desde el punto de vista financiero, independientemen­
te del análisis del VAN anteriormente realizado.



• Proyecto UNO:
A= $ 5.000, a realizarse en el momento 0.

« i Qb¡ Q m Qaj
1 2500 3000 4000
2 3000 4000 4500
3 4000 5000 6000
4 5500 6000 6500
5 6000 7000 8000

• Proyecto DOS:
A= $ 7.000, a realizarse en el momento 0.

i Qbi Q m i Qa,
1 4000 5000 6000
2 4100 5000 5900
3 4200 5000 5800
4 4300 5000 5700
5 4400 5000 5600

Proyecto UNO:
Debido a que la inversión inicial es considerablemente menor respecto 

de los flujos obtenidos, comenzaremos el análisis para una tasa de 0.70, 
de acuerdo a la siguiente secuencia:
a) A ctualización de los flu jos de fondos para la tasa elegida.

U = -üQ?ÍQr?J- = (4404,5378,6473)
- p l (1 + 0,70)J

Donde U representa el número borroso triangular actualizado a la ta­
sa del 0.70

También se puede operar con los números borrosos triangulares me­
diante sus funciones características de pertenencia, en lugar de utilizar 
sus valores extremos y central como en el caso desarrollado.



b) Conversion del número borroso representado por zmlores característicos, a sus 
funciones características de pertenencia.

U = (4404,5378,6473) = [4404 + (5378 -  4404)a, 6473 + (5378 -  6473)a] 

= [4404 + 974a, 6473 -  1095a]

c) Determ inación de la distancia de Ham m ing entre los flu jos de fondos actuali­
zados a la tasa escogida y  la irwersión inicial.

1

J |5000 -  [4404 + 974a ,6473 -  1095a ]|áa = 1181,20
(/-O

d) Determinación de la distancia de Ham m ing con distintas tasas escogidas has­
ta encontrar aquella que minimice dicha distancia.

e) Comparación de las distintas distancias obtenidas y  elección de la menor.

Como podemos observar en el anexo 12.1 la tasa que minimiza la dis­
tancia de Hamming para el proyecto UNO es la de 0.77, con un valor de 
964,383. Esta tasa es la que llamamos Pseudo-Tir. En el gráfico 7 obser­
vamos el flujo de fondos actualizado y la inversión realizada en el mo­
mento 0. El área en que el número borroso U excede la función lineal

que representa la inversión, es lo que mide la distancia de Hamming.

Figura 7. Comparación del Flujo de Fondos actualizado 
y la inversión inicial

Es necesario destacar que al ser la inversión inicial un número cierto, 
y por lo tanto, representada por una función paralela al eje dea, la dis­
tancia de Hamming nunca podrá ser igual a cero, ya que el número bo­
rroso tiene un área superior a cero, mientras que la función que repre­
senta la inversión es nula.



Proyecto DOS:
Aplicamos el procedimiento antes descripto para el proyecto UNO, en 

este caso decidimos comenzar por la tasa de 0.60. Si hubiéramos comen­
zado a calcular las distancias a partir de la tasa de 0.70 nos encontraría­
mos con que las mismas son cada vez mayores. En el anexo 12.2 encon­
tramos los cálculos pertinentes.

En este caso la tasa que minimiza la distancia de Hamming es la 0.67, 
generando un valor de 1239,6984.

Como consecuencia de la comparación de la Pseudo-Tir obtenida en 
los dos proyectos analizados resulta más conveniente la realización del 
proyecto UNO cuya tasa es de 0.77.

12.5. Conclusión

En una situación de constante cambio como la actual, la informa­
ción que brinda una estimación en términos de certeza puede resul­
tar más inexacta que una estimación en términos imprecisos si am­
bas son realizadas en el campo de la incertidumbre.

Para cuantificar la imprecisión tampoco resultan adecuadas las 
técnicas probabilísticas, ya que estaríamos aceptando que los fenó­
menos imprecisos son equivalentes a los aleatorios.

Al abandonar las exigencias de las hipótesis de los modelos clási­
cos se produce un acercamiento a la realidad. La utilización de la 
matemática borrosa en la modelización y resolución de problemas 
en ambientes inciertos "nos permitirá, a falta de ser más exactos, ser 
más honestos" (Kaufman y Gil Aluja, 1987) mejorando la informa­
ción disponible para la toma de decisiones.

La teoría de los subconjuntos borrosos es una parte de la mate­
mática que toma en cuenta lo subjetivo y lo incierto, recoge los fe­
nómenos tal cual se presentan en la vida real y los trata sin defor­
marlos evitando que se pierda información.

Con la introducción de los números borrosos triangulares se han 
adaptado los modelos tradicionales permitiendo una consideración 
más completa de la realidad. Su utilización supone que la toma de 
decisiones se realiza en un ambiente impreciso. Debemos resaltar 
que la imprecisión nada tiene que ver con la inexactitud, ya que es­
ta última implica la existencia de error, en cambio, la primera signi­
fica indeterminación y vaguedad.



La realidad con la que se enfrenta el profesional en Ciencias Eco­
nómicas es visiblemente distinta a los modelos que presenta la bi­
bliografía clásica para el estudio y análisis de temas tales como se­
lección de proyectos de inversión, presupuestación, gestión de 
stocks y selección de personal, entre otros, en los cuales o existe to­
tal incertidumbre, o la misma se presenta en un grado elevado.

Es por ello que la aplicación de la matemática borrosa adquiere 
gran importancia en el análisis y estudio de estos temas, para adap­
tar las herramientas y modelos disponibles en procura de una me­
jora en la gestión de empresas bajo las mencionadas condiciones de 
incertidumbre.





Capítulo 13

Consideraciones finales

A esta altura del trabajo, parecería importante reformular en otras pa­
labras cuál fue concretamente el objetivo perseguido, qué quisimos 
hacer y qué dejamos hacer.

El objetivo perseguido fue la reformulación de los paradigmas utili­
zados en la gestión de empresas y -al mismo tiempo- el establecimiento 
de las proposiciones vinculadas con el tratamiento de la incertidumbre, 
elaborando los modelos y las reglas de acción pertinentes con sustento 
en la teoría de los subconjuntos borrosos e incorporando elementos de 
juicio que permitan servir como punto de referencia para quienes sigan 
meditando, recreando, reconstruyendo y desechando dentro de la evo­
lución continua de la ciencia.

Estimamos que la reformulación planteada puede constituirse, en el 
futuro mediato, en un nuevo "paradigma", y en el inmediato, en "proto- 
teorías" -o sea- teorías en estado embrionario.

Es factible que al principio sea difícil tener una visión general de la 
propuesta y de todas las consecuencias interesantes que de ella se des­
prenden -o bien- descubrir fallas relevantes. Coincidimos plenamente 
con la opinión de conocidos investigadores cuando aseguran que:

"... ello puede ser debido a deficiencias en los métodos ma­
temáticos aplicados o la ignorancia de quienes defienden la 
teoría" (Bunge, 1985a).

"... el fracaso en el intento de matematizar un campo de co­
nocimiento puede ser un índice del estado confuso de ese 
campo o de las limitaciones del teórico" (Feyerabend, 1994).

Lo que hicimos fue salir del círculo vicioso de suponer que la incerti­
dumbre no tiene solución; no es cuantificable, no es tratable con la ma­
temática convencional y -por lo tanto- nada puede hacerse al respecto. 
Para ello recurrimos a la tentativa, audaz por cierto, de producir un con­
flicto con la propuesta introduciendo la lógica confusión en las hipótesis 
del paradigma originario.



No obstante, la audacia debe tener un límite razonable y mantenerse 
dentro de las prescripciones establecidas por la metodología de las cien­
cias. Justamente, en el capítulo 2, aportamos los fundamentos de justifi­
cación teórica, metodológica y práctica, pudiéndose apreciar que no se 
colisiona frontalmente con la misma.

Cabe preguntarnos cuál es la ventaja de los nuevos mecanismos a uti­
lizar dentro de la tesis propuesta. La respuesta es inmetiata y está dada 
por:

• El sinceniiuieiito de la información que se sumiidstra:Er\ efecto, los mo­
delos expuestos sirven para el análisis decisional impreciso, pero riguro­
so: la imprecisión en las entradas se refleja en la imprecisión de las sali­
das. Por otra parte, tienen una aceptable complejidad con respecto a los 
del paradigna tradicional y, por las razones epistemológicas argumen­
tadas, los convierten en preferibles.

• La m etalización del cálenlo incorporando la teoría de los subconjuntos bo­
rrosos y su matemática ad hoc: Logrando de esa manera la transparencia 
del evaluador al aplicar los modelos y sus correspondientes reglas de 
acción.

En definitiva lo que hicimos fue cambiar el paradigma vigente, argu­
mentando los motivos teóricos y prácticos.

Pero también debemos aclarar lo que no se hizo:

• N o hemos agotado el tema: La cantidad de modelos matemáticos que 
aún se pueden aplicar queda sujeta solamente a la imaginación que se 
aplique a los futuros trabajos que se emprendan.

• No pretendim os hacer un tratado de "matemática aplicada a la 
administración y contabilidad": es factible que se encuentren errores de 
interpretación de las teorías matemáticas aplicadas. Ello deberá 
imputarse a que los autores tenemos -esencialmente- formación en 
ciencias económicas y no somos matemáticos puros.

Lo que sostenemos es que:
• El paradigma y los modelos en situación de incertidumbre 

presentados admiten su total teoretización con la matemática de lo 
incierto, y que ese es el camino para su efectivo progreso.

• El perfeccionamiento de la aplicación de los métodos matemáticos es 
un desafío al que no puede renunciarse.

• El investigador de este campo del conocimiento deberá profundizar 
sus conocimientos matemáticos para encontrarse a la altura de los 
avanzados desarrollos actuales.



Además, desde el punto de vista metodológico podemos considerar 
que:

• Partiendo de una posición no standard cié las ciencias (postura kuh- 
niana), es aconsejable utilizar el enfoque multidisciplinario cié Mitroff y 
Kilnran.

• Lo dicho anteriormente trae como consecuencia una falta de delimi­
tación precisa entre el contexto de descubrimiento y el contexto de justi­
ficación de la propuesta de reformulación de la teoría en estudio.

• La multiplicidad de instrumentos lógicos empleados favorecen la 
aceptación laxa de las hipótesis planteadas y -en consecuencia- debilitan 
el criterio de racionalidad al abandonar el concepto de racionalidad ab­
soluta por el racionalidad relativa.

• Se corre el peligro de que las materias -una vez reformuladas- dejen 
de ser "positivas" para pasar a la categoría de "normativas".

De todas formas, puede justificarse el objetivo de cambio propuesto 
por:

•La insuficiencia y subjetiva simplificación del paradigma actual para 
explicar y predecir los fenómenos estudiados;

•Desenmascarar los presupuestos del paradigma vigente;
•Permitir la crítica fructífera al mostrar los problemas del paradigma 

tradicional y brindar soluciones para superarlo.





a n e x o  9.1
Determinación de las cantidades a producir
Prim er paso: Se debe determinar la función a minimizar, con sus respec­
tivas restricciones. Para nuestro caso lo plantearemos para V = X p¡° ql, 
de la siguiente manera:

Min V = 400 q,1 + 440 qd + 640 q3' + 240 qf + 840 q5' + 240 q) +120 q7' +120 
Restricciones:
(1) 60 q,1 + 50 q2> + 95 q,1 + 50 q4' + 40 q5' + 30 q6' + 40 q7‘ + 40 q8' = 2.923.800
(2) 60 ql l> 264.000
(3) 50 q2' > 94.000
(4) 95 q3' >117.800
(5) 50 q4' >176.000
(6) 40 q5' > 45.000
(7) 30 q61 > 72.000
(8) 40 q7l >32.000
(9) 40 q8' >32.000
(10) 40 q5' + 30 q6> + 40 q7' + 40 q8' 
40 q8> p9+ Á9  = 732.000
(11) q,' = 3qd
(12) q7< = 2 q8'

=> 60 ql 1 - P1 + Al = 264.000!
=> 50 q2i - P2 + A2 = 94.000 
=> 95 q3' - P3 + A3 = 117.800 

50 q4' + P4 + A4 = 176.000 
=> 40 q5‘ -P5+ A5 = 45.000 
=> 30 q6l -P6+A6 = 72.000 
=> 40 q7' - P7 + A7 = 32.000 
=> 40 qs'-P's-Ag = 32.000 

732.000 40 q5' + 30q6' + 40 q7' +

Segundo paso: se deben armar los cuadros para el cálculo propuesto por 
la metodología simplex. En ellos obtenemos luego de "n" pasos los si­
guientes resultados para las cantidades de producción (y venta):

q,1 =5.640 qs1= 1.125
q21 = 1.880 qcd = 2.400
qd = 1.240 q 7 ' = 10.250
qd = 32.832 qs1= 5.125

1 Los valores de “P" son para convertir las ecuaciones >, los valores "A" son para 
evitar la negatividad de las incógnitas tomando un valor muy elevado que nunca 
aparece en la solución del problema, por ejemplo M = 1000).
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Tercer paso: se determina el límite inferior del umbral de rentabilidad 
Vm¡„' -  400-5640+440-1880+640-1240+240-32832+840-1125+240-2400+ 

120-10250+120-5125 = 15.122.480
con estos valores se podría comprobar si se ha cubierto el costo total (en 
su límite superior), de la siguiente manera:
CT1 = 60-5640+50-1880+95-1240+50-32832+40-1125+30-2400+40-10250+ 

40-5125 = 2.923.000

Nota: El mismo desarrollo se debe efectuar para minimizar el límite in­
ferior de ventas (Vmíh0 = 7.545.000), para el cual se determinaron las si­
guientes cantidades mínimas:

q,° = 3.690 q5° = 475
q2°= 1.230 q6° = 1.122
q3°=770 q7° -  5.280
q4° = 12.540 q8° = 2.640



Anexo 10.1
C álculo  de  las d istancias re la tivas de  H am m in g  
p a ra  el m odelo  de clasificación

a. Para el candidato d¡:

¿ ( d ^E j  =y(|0,8 - 1| +10,5 - 0,9| +10,7 - 0,3| + |1 - 0,7| +10,2 - 0,8| + |0,4 - 0,5| + |0,6 - 0,4¡) =

= 0,314

¿ (ü ^ E  J  =y(|0,8 - 0,7) +10,5 - 0,6) + |0,7 - 1| + |1 - 0,9| +10,2 - 0,7| +10,4 - 0,3| +10,6 - 0,5|) =

= 0,186

d {ü ,̂ E J  = y  (|0,8 - 0,8| + ¡0,5 - 0,4| +10,7 - 0,7| +11 - 0,8| + [0,2 - 0,6| +10,4 - 1| + ¡0,6 - 0,7|) =

= 0,200

b. Para el candidato A-'

ís(D 2,E J  = y(|l - 1| +10,8 - 0,9| +10,9 - 0,3| +10,7 - 0,7| + |0,7 - 0,8| + ¡0,5 - 0,5¡ + |0,6 - 0,4¡) =

= 0,143

¿ (D 2,E J  = y(|l - 0,7| +10,8 - 0,6| +10,9 - 1| +10,7 - 0,9| + ¡0,7 - 0,7| + ¡0,5 - 0,3¡ + ¡0,6 - 0,5¡) =

= 0,157

¿í(D 2,E J  =y(¡1 - 0,8| + ¡0,8 - 0,4¡ + ¡0,9 - 0,7¡ + ¡0,7 - 0,8] + ¡0,7 - 0,6¡ + ¡0,5 - 1¡ + ¡0,6 - 0,7¡) =

= 0,229

c. Para el candidato d¡:

¿>(d  3, E J  = y  (¡0,9 - 1| + ¡0,9 - 0,9| + ¡0,8 - 0,3¡ + ¡0,9 - 0,7¡ + ¡0,8 - 0,8¡ + ¡0,3 - 0,5| + ¡0,7 - 0,4¡) = 

= 0,186

¿ (D 3,E J  =j (¡0,9 - 0,7| + ¡0,9 - 0,6| + ¡0,8 - 1¡ + ¡0,9 - 0,9¡ + ¡0,8 - 0,7¡ + ¡0,3 - 0,3] + ¡0,7 - 0,5¡) = 

= 0,143

¿ (D 3,e J  =y(|0,9 - 0,8| + ¡0,9 - 0,4| + ¡0,8 - 0,7¡ + ¡0,9 - 0,8| + ¡0,8 - 0,6] + ¡0,3 - 1| + ¡0,7 - 0,7¡) = 

= 0,243



d. Para el candidato d4 :

J  =y(|0,7 - 1| + ¡0,5 - 0,9| + ¡0,6 - 0,3| + ¡0,8 - 0,7| +10,6 - 0,8| + [0,6 - 0,5| +10,3 - 0,4|) = 

= 0,214

d o  ,E ) = y  (|0,7 -  0,7¡ + 10,5 -  0,6| + 10,6 - 1¡ + 10,8 -  0,9¡ + |0,6 -  0,7¡ + 10,6 -  0,3¡ + |0,3 -  0,5¡) = 

= 0,171

¿>{d ,E )  =4-(|0,7 -  0,8| + |0,5 -  0,4| + 10,6 -  0,7| + ¡0,8 -  0,8| +  |0,6 -  0,6| + 10,6 - 1¡ +  ¡0,3 -  0,7¡) =
V ~ 4 ~ 3 s  (

= 0,157

e. Para el candidato

ó( d ,E  )  = —(¡0,5 -  1| + ¡0,4 -  0,9¡ + [0,5 -  0,3| + |1 -  0,7¡ + ¡0,4 -  0,8| + ¡0,8 -  0,5¡ + ¡0,9 -  0,4¡) =

= 0,386

¿>(d  ,E )  = y  (|0,5 -  0,7| + ¡0,4 -  0,6| + [0,5 -  1¡ + ¡1 -  0,9¡ + [0,4 -  0,7| + [0,8 -  0,3| + ¡0,9 -  0,5¡) =

=  0,357

¿ ( d ^ E  J  = y (¡0,5 -  0,8| + ¡0,4 -  0,4| + 10,5 -  0,7| + 11 -  0,8| + 10,4 -  0,6¡ + ¡0,8 -  1| + ¡0,9 -  0,7|) =

=  0,186



El cálculo de los índices de aceptación k se ha efectuado del si­
guiente modo:

I o) Id en tificació n  de las fu n cio n es  g(X) izq u ierd a  y  d erech a de ca d a  nú ­
m ero  borro so  triangular.

P resu p u esto  7) /í

P resu p u esto  8) %

P resu p u esto  9) 

P resu p u esto  10) v 

P resu p u esto  11) S

Izq u ierd a: - — Der echa:  ( x + 550)
7,5

7,5

7,5

7,5

7,5

6,5

Izq u ierd a: - — Der echa:  — --1 5-6—
6,5

Izq u ierd a : - — Der echa:   ̂ -x
5, 5

Izq u ierd a: - — Der echa:  - - x + 6.90 )
14,5

Izq u ierd a: X 490 D erecha: l  x + 71°)
15

2o) C álcu lo  d e los v alores d e x y  d e g(X) corresp on d ien tes a las in tersec­
c io n es de la  fu n ció n  d erech a  d el u m b ra l con  las corresp on d ien tes a los 
n ú m ero s borro so s trian g u lares.

F u n ció n  d erech a  del um b ral: ( x + 630)
14

L a s ig u ien te  tab la  resu m e los v a lo res hallad os:



Presupuesto Funciones
!

Intersecciones

Izquierda (x-410):7,5 
Derecha (-x+550):6,5

s
Izquierda (x-420):7,5 
Derecha (-x+560):6,5

493,255814
499,333333
490,000000

0,97674419
0,93333333

e
Izquierda (x-450):7,5 
Derecha (-x+580):5,5

512,790698
547,647059
494,117647

0,8372093
0,58823529

V Izquierda (x-470):7,5 
Derecha (-x+690):14/5

525,8140 0,74418605

£ Izquierda (x-490):7 
Derecha (-x+710):15

536,6667 0,66666667

3o) Determinación de las áreas totales de cada número borroso y de la 
comprendida en la función umbral.

Áreas
N8T NBT< UMBRAL

*  70 70

? 70 69,820804

- 65 60,6429549

- 110 59,5348837

5 110 46,6666667



4o) Cálculo del cociente entre las áreas obtenidas en el paso anterior.

NBT k
* 1
% 0,997440058
e 0,932968536
V 0,541226216
B 0,424242424



• Proyecto UNO

Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,7 1470,58824 1764,70588 2352,94118
2 3000 4000 4500 2,89 1038,06228 1384,08304 1557,09343
3 4000 5000 6000 4,913 814,166497 1017,70812 1221,24975
4 5500 6000 6500 8,3521 658,51702 718,382203 778,247387
5 6000 7000 8000 14,19857 422,577767 493,007394 563,437022

suma 4404 5378 6473
distancia 1181,1981

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,71 1461,9883 1754,38596 2339,18129
2 3000 4000 4500 2,9241 1025,9567 1367,94227 1538,93506
3 4000 5000 6000 5,000211 799,966241 999,957802 1199,94936
4 5500 6000 6500 8,55036081 643,247709 701,724773 760,201838
5 6000 7000 8000 14,621117 410,365364 478,759592 547,153819

suma 4342 5303 6385
distancia 1114,035

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,72 1453,48837 1744,18605 2325,5814
2 3000 4000 4500 2,9584 1014,06165 1352,08221 1521,09248
3 4000 5000 6000 5,088448 786,094306 982,617883 1179,14146
4 5500 6000 6500 8,75213056 628,418413 685,54736 742,676307
5 6000 7000 8000 15,0536646 398,574047 465,003054 531,432062

suma 4281 5229 6300
distancia 1064,8175

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,73 1445,08671 1734,10405 2312,13873
2 3000 4000 4500 2,9929 1002,37228 1336,49637 1503,55842
3 4000 5000 6000 5,177717 772,541257 965,676571 1158,81189
4 5500 6000 6500 8,95745041 614,014005 669,83346 725,652915
5 6000 7000 8000 15,4963892 387,186971 451,718133 516,249295

suma 4221 5158 6216
distancia 1024,1425

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,74 1436,78161 1724,13793 2298,85057
2 3000 4000 4500 3,0276 990,883868 1321,17849 1486,3258
3 4000 5000 6000 5,268024 759,297983 949,122479 1138,94698
4 5500 6000 6500 9,16636176 600,019958 654,567227 709,114496
5 6000 7000 8000 15,9494695 376,188062 438,886072 501,584082

suma 4163 5088 6135
distancia 994,37188

J Flujos borrosos Tasa F lujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,75 1428,57143 1714,28571 2285,71429
2 3000 4000 4500 3,0625 979,591837 1306,12245 1469,38776
3 4000 5000 6000 5,359375 746,355685 932,944606 1119,53353



4 5500 6000 6500 9,37890625 586,422324 639,733444 693,044565
5 6000 7000 8000 16,4130859 365,561968 426,488963 487,415958

suma 4107 5020 6055
distancia 974,4

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,76 1420,45455 1704,54545 2272,72727
2 3000 4000 4500 3,0976 968,491736 1291,32231 1452,7376
3 4000 5000 6000 5,451776 733,70586 917,132325 1100,55879
4 5500 6000 6500 9,59512576 573,207703 625,317495 677,427286
5 6000 7000 8000 16,8874213 355,294031 414,509703 473,725375

suma 4051 4953 5977
distancia 965,1572

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,77 1412,42938 1694,91525 2259,88701
2 3000 4000 4500 3,1329 957,57924 1276,77232 1436,36886
3 4000 5000 6000 5,545233 721,34029 901,67537 1082,01044
4 5500 6000 6500 9,81506241 560,36322 611,30533 662,24744
5 6000 7000 8000 17,3726605 345,37024 402,93195 460,49366

suma 3997 4888 5901
distancia 964,383

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 30001 4000 1,78 1404,49438 1685,39326 2247,19101
2 3000 4000 4500 3,1684 946,850145 1262,46686 1420,27522
3 4000 5000 6000 5,639752 709,251045 886,563806 1063,87657
4 5500 6000 6500 10,0387586 547,87651 597,683465 647,49042
5 6000 7000 8000 17,8689902 335,777228 391,740099 447,70297

suma 3944 4824 5827
distancia 972,38334

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados

1 2500 3000 4000 1,79 1396,64804 1675,97765 2234,63687
2 3000 4000 4500 3,2041 936,300365 1248,40049 1404,45055
3 4000 5000 6000 5,735339 697,43044 871,788049 1046,14566
4 5500 6000 6500 10,2662568 535,735673 584,438916 633,142159
5 6000 7000 8000 18,3765997 326,502188 380,919219 435,33625

suma 3893 4762 5754
distancia 987,601

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 2500 3000 4000 1,8 1388,88889 1666,66667 2222,22222
2 3000 4000 4500 3,24 925,925926 1234,5679 1388,88889
3 4000 5000 6000 5,832 685,871056 857,33882 1028,80658
4 5500 6000 6500 10,4976 523,929279 571,559214 619,189148
5 6000 7000 8000 18,89568 317,532896 ̂ 370,455046 423,377195

suma 3842 4701 5682
distancia 1011,1325



• Poyecto DOS

I Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados
1 4000 5000 6000 1,6 2500 3125 3750
2 4100 5000 5900 2,56 1601,5625 1953,125 2304,6875
3 4200 5000 5800 4,096 1025,39063 1220,70313 1416,01563
4 4300 5000 5700 6,5536 656,12793 762,939453 869,750977
5 4400 5000 5600 10,48576 419,616699 476,837158 534,057617

suma 6203 7539 8875
distancia 1553,456

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados

1 4000 5000 6000 1,61 2484,47205 3105,59006 3726,70807
2 4100 5000 5900 2,5921 1581,7291 1928,93793 2276,14675
3 4200 5000 5800 4,173281 1006,4024 1198,09809 1389,79379
4 4300 5000 5700 6,71898241 639,977862 744,160305 848,342748
5 4400 5000 5600 10,8175617 406,746005 462,21137 517,676734

suma 6119 743y 8759

I
distancia 1466

Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados

1 4000 5000 6000 1,62 2469,1358 3086,41975 3703,7037
2 4100 5000 5900 2,6244 1562,26185 1905,19738 2248,13291
3 4200 5000 5800 4,251528 987,880122 1176,04776 1364,21541
4 4300 5000 5700 6,88747536 624,321653 725,95541 827,589168
5 4400 5000 5600 11,1577101 394,346149 448,120624 501,895098

suma 6038 7342 8646
distancia 1393,6963

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados

1 4000 5000 6000 1,63 2453,98773 3067,48466 3680,9816
2 4100 5000 5900 2,6569 1543,15179 1881,89243 2220,63307
3 4200 5000 5800 4,330747 969,809596 1154,53523 1339,26087
4 4300 5000 5700 7,05911761 609,141289 708,303824 807,46636
5 4400 5000 5600 11,5063617 382,397157 434,542224 486,68729

suma 5958 7247 8535
distancia 1335,8305

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados

1 4000 5000 6000 1,64 2439,02439 3048,78049 3658,53659
2 4100 5000 5900 2,6896 1524,39024 1859,01249 2193,63474
3 4200 5000 5800 4,410944 952,17713 1133,5442 1314,91128
4 4300 5000 5700 7,23394816 594,419521 691,18549 787,951458
5 4400 5000 5600 11,863675 370,880019 421,454567 472,029115

suma 5881 7154 8427
distancia 1291,63

J Flujos borrosos Tasa Flujos actualizados

1 4000 5000 6000 1,65 2424,24242 3030,30303 3636,36364
2 4100 5000 5900 2,7225 1505,96878 1836,54729 2167,1258
3 4200 5000 5800 4,492125 934,96953 1113,05896 1291,1484



4 4300 5000 5700 7,41200625 580,139824 674,58119 769,022557
5 4400 5000 5600 12,2298103 359,776635 408,837085 457,897535

s u m a 5805 7063 8322

J
d is ta n c ia 1261,655

F l u jo s  b o r r o s o s T a sa F l u jo s  a c t u a l iz a d o s

1 4000 5000 6000 1,66 2409,63855 3012,04819 3614,45783
2 4100 5000 5900 2,7556 1487,87923 1814,48686 2141,0945
3 4200 5000 5800 4,574296 918,174075 1093,06438 1267,95468
4 4300 5000 5700 7,59333136 566,286363 658,472515 750,658667
5 4400 5000 5600 12,6049301 349,069767 396,67019 444,270613

s u m a 5731 6975 8218
d is ta n c ia 1243,9

J F l u jo s  b o r r o s o s T a sa F l u jo s  a c t u a l iz a d o s

1 4000 5000 6000 1,67 2395,20958 2994,01198 3592,81437
2 4100 5000 5900 2,7889 1470,11366 1792,82154 2115,52942
3 4200 5000 5800 4,657463 901,7785 1073,54583 1245,31317
4 4300 5000 5700 7,77796321 552,843962 642,841817 732,839671
5 4400 5000 5600 12,9891986 338,742993 384,93522 431,127446

s u m a 56591 6888 8118
d is ta n c ia 1239,6984

J F l u jo s  b o r r o s o s T a sa F l u jo s  a c t u a l iz a d o s

1 4000 5000 6000 T681 2380,95238 2976,19048 3571,42857
2 4100 5000 5900 2,8224 1452,6644 1771,54195 2090,4195
3 4200 5000 5800 4,741632 885,770975 1054,48926 1223,20754
4 4300 5000 5700 7,96594176 539,798072 627,672176 715,546281
5 4400 5000 5600 13,3827822 328,780664 373,614391 418,448117

s u m a 5588 6804 8019
d is ta n c ia 1247,1181

J F l u jo s  b o r r o s o s T a s a F l u jo s  a c t u a l iz a d o s

1 4000 5000 6000 1,69 2366,86391 2958,57988 3550,29586
2 4100 5000 5900 2,8561 1435,52397 1750,63898 2065,754
3 4200 5000 5800 4,826809 870,140086 1035,88106 1201,62202
4 4300 5000 5700 8,15730721 527,134738 612,94737 698,760002
5 4400 5000 5600 13,7858492 319,167861 362,690751 406,213642

s u m a 5519 6721 7923
d is ta n c ia 1266,7596

J F l u jo s  b o r r o s o s T a s a F l u jo s  a c t u a l iz a d o s

1 4000 5000 6000 1,7 2352,94118 2941,17647 3529,41176
2 4100 5000 5900 2,89 1418,68512 1730,10381 2041,52249
3 4200 5000 5800 4,913 854,874822 1017,70812 1180,54142

4 4300 5000 5700 8,3521 514,840579 598,651836 682,463093

5 4400 5000 5600 14,19857 309,890362 352,148139 394,405916
s u m a 5451 6640 7828

d is ta n c ia 1297,5909
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